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Реферат  
Отмечено, что эмпирические зависимости урожайности сельскохозяйствен-

ных культур от урожаеформирующих факторов в виде полиномов любой сте-
пени, полученные методом множественной нелинейной регрессии, справедли-
вы только для условий конкретного полевого опыта. С их использованием не-
возможно проводить теоретические обобщения, позволяющие широко исполь-
зовать частные решения в производственной практике. Предложенная схема 
математического моделирования урожайности базируется на физическом прин-
ципе баланса причинно-следственных взаимодействий в замкнутой физической 
системе (causal interaction). Показано, что математическая модель урожайности, 
представленная в мультипликативной форме, может включать неограниченное 
число урожаеформирующих факторов. Справедливость разработанного реше-
ния подтверждена 13-летними данными урожайности сахарной свеклы (гибрид 
NZ–тип), возделываемой в Беларуси на Молодечненской государственной 
сортоиспытательной станции.  

Определены условия верификации модели, позволяющие прогнозировать 
урожайность сахарной свеклы по агрохимическим показателям почвы и вноси-
мым удобрениям. Модель прогноза урожайности представлена в безразмерной 
форме, все блоки сомножителей данной модели являются критериями подобия. 
Это позволяет сравнивать между собой результаты математического моделиро-
вания урожайности любой сельскохозяйственной культуры на почвах с любы-
ми агрохимическими свойствами.  

Ключевые слова: урожайность, агрохимические показатели почвы, опорные 
показатели математической модели урожайности. 
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SIMULATION OF SUGAR BEET YIELD 
 

A. P. Likhatsevich, A. V. Malyshko 

 
Abstract  
It is noted that the empirical dependences of crop yields on crop-forming factors 

in the form of polynomials of any degree obtained by the multiple nonlinear regres-
sion method are valid only for the conditions of a specific field experiment. Using 
them, it is impossible to make a generalization that would allow the widespread use 
of particular solutions in production practice. The proposed scheme for mathematical 
modeling of yield is based on the physical principle of the balance of cause-and-
effect interactions in a closed physical system (causal interaction). It is shown that the 
mathematical model of yield, presented in multiplicative form, can include an unlim-
ited number of yield-forming factors. The validity of the developed solution is con-
firmed by 13-year data on the yield of sugar beet (NZ-type hybrid) cultivated in Bela-
rus at the Molodechno State Variety Testing Station. 

Conditions for model verification have been determined that make it possible to 
predict the yield of sugar beets based on agrochemical soil parameters and applied 
fertilizers. The yield forecast model is presented in dimensionless form, all blocks of 
factors of this model are similarity criteria. This allows you to compare the results of 
mathematical modeling of the yield of any agricultural crop on soils with any agro-
chemical properties. 

Keywords: productivity, plant nutrition, reference indicators of the mathematical 
model of productivity. 

 
Введение 
Анализ терминологии, используемой в математическом моделировании ис-

следуемых процессов, позволяет выделить этапы моделирования. Например, в 
Математическом энциклопедическом словаре отмечено, что первый этап мате-
матического моделирования состоит в «…формулировании законов, связываю-
щих основные объекты модели... Этап завершается записью в математических 
терминах сформулированных качественных представлений о связях между объ-
ектами модели» [1, с. 343]. В Мелиоративной энциклопедии дается разъясне-
ние: «математическая модель явления или процесса обычно создается на осно-
вании применения к ним наиболее общих законов». И далее раскрываются пре-
имущества подобного подхода к моделированию «…записывая эти законы в 
виде систем дифференциальных уравнений и аналитически исследуя их, можно 
получить информацию о процессах или явлениях, которые не наблюдались в 
натуре или наблюдались в ограниченном диапазоне изменения исследуемых 
величин» [2, с. 183]. Таким образом, согласно [1, 2], математическое моделиро-
вание следует начинать с поиска (установления) общих законов, представлен-
ных дифференциальными уравнениями.  

В Физическом энциклопедическом словаре находим пояснение академика 
А. М. Колмогорова: «…если исследуемые явления изучаются при помощи 
дифференциальных уравнений, то определяющие параметры появляются:  
1) в виде величин, входящих в начальные и граничные условия; 2) в виде коэф-
фициентов, входящих в дифференциальные уравнения. После приведения 
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уравнений к безразмерному виду в них остаются лишь безразмерные коэффи-
циенты (соотношения), которые являются критериями подобия» [3, с. 559].  

Из всего сказанного можем сделать вывод, что математическое моделирова-
ние в строгом научном понимании основывается на двух столпах – теории по-
добия и анализе размерностей [3, с. 426], что поднимает его до уровня физиче-
ского моделирования. Выполнение указанных требований, относящихся как к 
теоретическому, так и к эмпирическому моделированию, позволяет разрабаты-
вать наиболее общие математические модели, охватывающие весь спектр фак-
торов, влияющих на изучаемые процессы. 

На основании сказанного при обобщении требований к эмпирическому мо-
делированию можно сформулировать общее определение: обобщенная мате-
матическая модель объекта исследований – это математическое выраже-
ние, построенное с соблюдением баланса размерностей, содержательно 
отражающее свойства изучаемого объекта и количественные связи, его ха-
рактеризующие. Каждый элемент математической модели, включая чис-
ленные коэффициенты, должен иметь объяснимое физическое содержание.  

Исходя из данного определения, можем утверждать, что математическое 
моделирование в аграрной науке, включая моделирование урожайности сель-
скохозяйственных культур, необходимо поднять на качественно новый уро-
вень. Первым шагом на этом пути является разработка алгоритма моделирова-
ния, доступного исследователям-аграриям и способного привести к эффектив-
ному научному и практическому результату.  

Математические модели урожайности в виде дифференциальных уравнений 
(в полном соответствии с выше цитируемой Мелиоративной энциклопедией) c 
поэтапно рассчитываемым приростом урожайности культуры в процессе веге-
тации предлагались нашими известными учеными еще полвека назад. Напри-
мер, академиком С. Ф. Аверьяновым и его учеником В. В. Шабановым еще в 
1973 году в основе зависимости урожайности от любого фактора жизни расте-
ний предлагалось использовать дифференциальное уравнение вида [4] 

)]([ ϕϕ
ϕ

−= optUf
d

dU
, (1) 

где U – показатель жизнедеятельности растений; φ – значение рассматриваемо-
го фактора влияния; φopt – его оптимальное значение, при котором показатель 
жизнедеятельности растения максимален.  

 
Уравнение (1) записано для ограниченного временного отрезка. Конечный 

урожай, по мнению авторов, можно получить, суммируя показатели жизнедея-
тельности растений за весь период вегетации.  

В 1977 году опубликована модель формирования урожая, построенная на 
базе теории энерго- и массообмена растительного сообщества с окружающей 
средой. В основе модели белорусский ученый Г. И. Афанасик использовал из-
вестное соотношение между поглощением растением углекислого газа из воз-
духа в процессе фотосинтеза и приростом общей биомассы [5]  

dy = k q dt , (2) 
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где dy – приращение биомассы; k – отношение вновь образованного в растении 
сухого вещества к поглощенному углекислому газу; q – интенсивность погло-
щения углекислого газа; dt – приращение времени.  

 
Решение дифференциального уравнения (2) выполнено автором с примене-

нием многочисленных упрощений, эмпирических интерпретаций и допущений. 
Г. И. Афанасик указывает, что для использования предложенной модели в целях 
оперативного управления комплексом факторов жизни растений необходимо из-
мерять температуру и влажность воздуха на высоте 0,5 и 2,0 м над растительным 
покровом, радиационный баланс, суммарную солнечную радиацию, поток тепла 
в почву, испарение с поверхности почвы, температуру и влажность почвы, со-
держание элементов питания в листьях [5]. Ясно, что проведение таких измере-
ний в течение вегетации в производственных условиях не осуществимо.  

Предлагались и другие решения в качестве моделей продукционного про-
цесса. Например, в 2007 году в качестве модели урожайности профессором  
Л. В. Кирейчевой и ее учеником А. В. Ромко (Россия) использована зависи-
мость, в которой развитие растений задавалось через индекс листовой поверх-
ности, высоту растений и глубину корнеобитаемого слоя (как линейные по 
времени функции фазы развития растений) [6]. Расчет урожайности рекомендо-
вано производить по обобщающей формуле  
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где j – фаза развития растения; N – число фаз развития; kyj – коэффициент, 
названный фактором урожайности в j-ю фазу развития; Ej – фактическое сум-
марное водопотребление в j-ю фазу развития; Emaxj – максимальное суммарное 
водопотребление в j-ю фазу развития.  

 
В качестве основной причины упрощения исходной структуры модели до 

формулы (3) указано: хотя и «…существуют более сложные и точные модели 
роста и развития растений…, но более сложные модели требуют большего ко-
личества трудно получаемой исходной информации и иногда могут давать фи-
зически невозможные результаты» [6, с. 10]. Этот вывод получен после деталь-
ного анализа разработанных моделей продукционного процесса как российско-
го, так и зарубежного авторства.  

Известны также варианты математических моделей урожайности, которые 
не требуют учета динамичности условий внешней среды. Например, к их числу 
можно отнести формулу профессора В. А. Попова, опубликованную в 1997 го-
ду [7] 
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где f/fopt – относительная величина лимитирующего фактора (отношение фак-
тической его величины к оптимальной), оцениваемого в целом за вегетацию.  
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По утверждению автора результаты расчета по (4) дают ошибку, не превы-
шающую в среднем 3,6 %. Однако и этот уникальный результат не получил 
дальнейшего практического приложения. 

В 1990 году в справочном пособии [8] опубликована обобщающая формула, 
построенная на основе баланса размерностей и предназначенная для учета вли-
яния факторов жизни растений на урожай  
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где n – число факторов, влияющих на урожай; f/fopt – относительная величина 
i-го фактора (отношение фактической его величины к оптимальной).  

 
Применение уравнений (4) и (5) в практических расчетах не требует учета 

динамичности условий внешней среды, в формулах отсутствует фактор време-
ни. В вычислениях используются только значения урожаеобразующих факто-
ров за вегетационный период, что существенно упрощает расчет ожидаемой 
урожайности по планируемым ресурсам, например, по вносимым удобрениям, 
по почвенным влагозапасам и др. Вместе с тем, формулы (4) и (5) до настояще-
го времени не получили применения при статистической обработке опытных 
данных урожайности. Об этом свидетельствуют более поздние работы, в кото-
рых предлагается использовать модели урожайности в виде обычных эмпири-
ческих уравнений [9–15].  

Известно, что математические модели, построенные с привлечением только 
эмпирико-статистических методик обработки данных опыта, всегда приводят 
только к частным решениям. Данный вывод в полной мере относится к эмпи-
рическим формулам, предлагаемым в настоящее время для расчета урожайно-
стей сельскохозяйственных культур [9–15]. Наиболее обоснованные расчетные 
зависимости имеют вид алгебраических полиномов, полученных с использовани-
ем стандартного математического инструмента – метода множественной нелиней-
ной регрессии с включением в анализ различных нелинейных преобразований ар-
гументов. Например, подобное частное решение предложено в Российской Феде-
рации для расчета урожайности моркови при капельном орошении [15] 

Y = a + b h + c N + d h2 + e N2 + f hN , (6)  

где Y – урожайность, т/га; a, b, c, d, e, f – численные эмпирические коэффициен-
ты (без указания размерности), полученные по опытным данным; h – глубина 
промачивания почвы, м; N – доза внесения минерального азота, как лимитиру-
ющего элемента плодородия почвы, кг д. в./га.      

 
По результатам полевых исследований автором подобраны численные зна-

чения эмпирических коэффициентов (a, b, c, d, e, f), разные для двух вариантов 
распределения посевного материала в посевной ленте (С1 – равномерного,  
С2 – с увеличением на 10 % в крайних строках и снижением на 10 % по центру 
ленты) (таблица 1) [15].  
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Таблица 1 – Параметры поверхности отклика уравнения (1) 
Способ  
посева a b c d e f 

Коэффициент  
детерминации 

С1 –226,19 412,22 2,08 –521,11 –0,004 0,11 0,94 
С2 –201,10 331,78 2,04 –469,44 –0,004 0,29 0,95 

 
Предлагаемые для расчета урожайности эмпирические уравнения алгебраи-

ческого вида (6) могут учесть от одного до трех урожаеформирующих факторов 
[9–15]. Причем, как видим, для учета третьего фактора привлекается таблица с 
конкретными численными показателями, поскольку математическое уравнение 
с тремя факторами существенно усложняется и малопригодно для практическо-
го использования. Численные значения эмпирических коэффициентов в форму-
ле (6) зависят от неучтенных факторов, например, в (6) от физических и агро-
химических характеристик почвы. На почвах с другими показателями плодоро-
дия значения эмпирических коэффициентов (a, b, c, d, e, f) будут другими.  
Подобные эмпирические формулы справедливы только для тех условий, в ко-
торых получены. На их основе невозможно проводить какие-либо теоретиче-
ские обобщения, позволяющие развить частные решения вида (6) до обобщен-
ной математической модели урожайности сельскохозяйственных культур.  

Необходимо отметить, что в научной литературе в последние годы появи-
лось множество эмпирических формул, в методиках построения которых вооб-
ще отсутствует уравнивание размерностей физических величин. Например, в 
используемом для количественного описания зависимости урожайности сель-
скохозяйственных культур от урожаеформирующих факторов методе множе-
ственной нелинейной регрессии (как и в математической теории планирования 
эксперимента) требование уравнивания размерностей не только не является 
обязательным, но и вообще отсутствует.  

Оценивая подобный эмпирический подход, некоторые исследователи счи-
тают, что при любом коэффициенте детерминации такие эмпирические уравне-
ния не являются действительными моделями исследуемого процесса, поскольку 
не имеют физического смысла, а представляют собой лишь формальное мате-
матическое сглаживание данных конкретных экспериментов. Использовать эти 
эмпирические формулы можно только в пределах конкретного опыта (участка, 
поля), где получены исходные данные для анализа [16, 17]. Однако учитывая 
то, что в настоящее время в агротехнологической науке не завершено формиро-
вание терминологии в области моделирования, полагаем, что связь урожайно-
сти сельскохозяйственных культур с урожаеформирующими факторами, пред-
ставляемую в виде алгебраических полиномов, не имеющих так называемого 
«физического смысла», все же можно называть частными математическими мо-
делями. Хотя очевидно, что частные (ограниченного применения) модели [9-15], 
построенные без опоры на общий физический закон, не находят широкого 
практического применения, поскольку вообще непригодны для разработки 
обобщенных информационных систем управления какими-либо процессами. 
При этом отметим, что использование известной математической теории пла-
нирования эксперимента для численного описания взаимодействий в системе 
«факторы среды обитания растений – урожайность» также наталкивается на 
непреодолимые трудности при попытках учета воздействия на растения не 
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только техногенных управляемых, но и природных неуправляемых факторов с 
непредсказуемой динамикой [18, 19].  

Вместе с тем, очевидно, что актуальность разработки информационных си-
стем поддержки управления аграрными технологиями, учитывающих влияние 
урожаеформирующих факторов на урожайность, в условиях приближения сель-
скохозяйственного производства к цифровым системам земледелия постоянно 
возрастает. Для решения данной насущной проблемы, прежде всего, необходи-
мо определить и научно обосновать путь разработки обобщенной математиче-
ской модели, справедливой для любых условий и представляющей зависимость 
урожайности сельскохозяйственных культур от факторов жизни растений.  

Построение математической модели урожайности сельскохозяйствен-
ных культур Исходя из требования обязательной опоры математического мо-
делирования объекта исследований на относящийся к нему общий физический 
закон, используем в качестве методологической основы моделирования уро-
жайности физический принцип баланса причинно-следственных взаимодей-
ствий в замкнутой физической системе (causal interaction) [20].  

Формальным выражением физического принципа баланса причинно-
следственных взаимодействий в замкнутой физической системе применительно 
к модели урожайности (в полном соответствии с разъяснениями Мелиоратив-
ной энциклопедии [2, с. 183]) является дифференциальное уравнение в частных 
производных  
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( ))(

i i
i i

i i i i ex tr

g RY Y
f

R R h R
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 ∂ =  ∂  
, (7) 

где ∂Y/∂Ri – частная производная урожайности (Y) по i-му урожаеформирую-
щему фактору (Ri), соответствующая интенсивности изменения Y при измене-
нии Ri, при условии, что другие факторы (аргументы функции) не изменяются; 
Y – урожайность; Ri – обобщенное представление i-го урожаеформирующего 
фактора; αi – безразмерный коэффициент, характеризующий восприимчивость 
урожая к действию i-го фактора; fi(Y/Ri) – функция, характеризующая реакцию 
урожайности на влияние i-го фактора в пределах рассматриваемого диапазона 
его воздействия; gi(Ri) – функция, характеризующая величину стресса растений 
при отклонении i-го фактора (Ri) от оптимального уровня (Ropt); hi(Ri(extr)) – 
функция, характеризующая экстремальный стресс от воздействия i-го фактора, 
приводящий к потере урожая.  

 
Наиболее сложным и ответственным действием в предлагаемой схеме мате-

матического моделирования является установление вида функций fi(Y/Ri), gi(Ri) 
и hi(Ri(extr)). При этом требуется соблюдение следующих условий: необходимым 
условием является полное соответствие предлагаемых зависимостей физиче-
ским закономерностям, установленным в опытах; достаточное условие состоит 
в обязательном соблюдении баланса размерностей всех показателей, входящих 
в функции fi(Y/Ri), gi(Ri) и hi(Ri(extr)). Кроме того, вводим дополнительное усло-
вие, которое состоит в исключении «человеческого фактора»: определение ко-
личественных значений урожайностей и всех урожаеформирующих факторов 
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должно выполняться в строгом соответствии с установленными методиками без 
вмешательства «личного интереса», подгонок и фальсификаций. 

В соответствии с представленным выше необходимым условием при постро-
ении модели урожайности в системе «урожаеформирующие факторы среды 
(аргументы) – урожайность (функция)» учтем известные законы земледелия и 
установленные опытным путем закономерности, которые являются граничны-
ми условиями моделирования. Основные из них изложены в многочисленной 
литературе [21–23 и др.]. Из них выделим следующие закономерности:  

1) при отклонении урожаеформирующего фактора от оптимального значе-
ния в любую сторону (к минимуму или к максимуму) растения испытывают 
стресс, который снижает урожайность; 

2) величина отклонений фактических значений факторов среды от их опти-
мума определяет величину стресса, испытываемого растениями при формиро-
вании урожайности;  

3) с приближением условий среды (значений урожаефомирующих факторов) 
от минимума или от максимума к оптимуму прирост урожайности замедляется;  

4) если условия среды (урожаеформирующие факторы) находятся в опти-
муме, то растения образуют максимум урожайности;  

5) урожаеформирующие факторы равноценны по влиянию на растения и не 
могут заменять друг друга;  

6) наибольшее влияние на снижение урожая оказывает фактор, находящийся 
в минимуме (закон минимума). 

Исходя из отмеченных граничных условий, упростим задачу и будем рас-
сматривать только интересующие нас области функций fi(Y/Ri), gi(Ri) и hi(Ri(extr)). 
Например, при направленном регулировании пищевого режима наиболее пред-
почтительно построение модели в области с повышением доз вносимых удоб-
рений от минимума до уровня, дающего максимальный урожай, а при регули-
ровании водного режима растений следует отдельно анализировать области ли-
бо снижения влагообеспеченности от максимума до оптимума (при ликвидации 
переувлажнения) или ее целенаправленного повышения от минимума до опти-
мума (в засушливых условиях).  

Соблюдая достаточное условие, в первом приближении можем представить 
составные элементы математического выражения (2), формализующего прин-
цип баланса причинно-следственных взаимодействий в системе «урожаефор-
мирующие факторы среды (причина) – урожайность (следствие)», в виде про-
стейших зависимостей 

( ) ( 0 )
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, (8) 

gi (Ri) = Ri(opt) – Ri , (9) 

hi (Ri (extr)) = Ri(opt) – Ri (0) , (10) 

где Y – урожайность культуры; Ri(opt) – оптимальный уровень i-го фактора, при 
котором урожайность достигает своего максимума (Ymax); Ri(0) – уровень i-го 
фактора, при котором урожай перестает формироваться.  
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Дифференциальное уравнение (7) с учетом зависимостей (8–10) принимает 
форму  

( )
( )

2

( ) (0 )

i
i op t i

m ax
i

i opt i

R RY a YR
R R

−∂ =∂
−

. (11) 

С учетом второй части формулировки физического принципа «causal interac-
tion» – «каждый из факторов, действующих на Y, сообщает ему такое же из-
менение, как если бы других факторов не было» – решение (11) получим в виде 
мультипликативной функции, которая и будет являться простейшей моделью 
урожайности  
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где n – количество учитываемых в математической модели урожайности факто-
ров; Ymax[n] – максимальная урожайность культуры, приближающаяся к биоло-
гически потенциальной при n→∞. 

 
Запишем формулу (12) для n-факторного опыта в общем виде 
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= ,   (13) 

где Y – фактическая урожайность; а1, а2, аn – коэффициенты, характеризующие 
степень влияния на урожайность 1-го, 2-го, …n-го урожаеформирующих фак-
торов, соответственно (безразмерные величины); R1(opt), R2(opt), Rn(opt) – оптималь-
ные количества 1-го, 2-го, … n-го урожаеформирующих факторов, соответ-
ственно, при которых достигается максимум урожайности; R1(0), R2(0), Rn(0) – ко-
личества 1-го, 2-го, …n-го урожаеформирующих факторов, соответственно, при 
которых урожай не формируется. 

 
Анализ структуры формулы (13) показывает, что она не только отвечает тре-

бованиям математического моделирования, но и учитывает приведенные выше 
закономерности, которые являются граничными условиями моделирования. 

Опорные показатели предложенной математической модели урожайности 
(Ymax, а1, а2, аn, R1(opt), R2(opt), Rn(opt), R1(0), R2(0), Rn(0)) устанавливаются в процессе 
последовательных приближений, ориентируясь на минимизацию среднеквадра-
тических (стандартных) отклонений урожайностей, вычисленных по (13), от 
урожайностей, измеренных в поле. В принципе здесь можно использовать раз-
ные показатели, например, суммы или среднеарифметические значения абсо-
лютных величин этих отклонений, а также другие статистические характери-
стики, но на наш взгляд наиболее показательными являются среднеквадратиче-
ские (стандартные) отклонения урожайностей, вычисленных по (13), от уро-
жайностей, измеренных в поле. Сравнение результатов расчета при разных  
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значениях опорных показателей модели (13) проводится до получения мини-
мального значения среднеквадратического (стандартного) отклонения  

2
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Y Y
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=
−

= →
−

∑
, (14)  

где δ – среднеквадратическое отклонение урожайностей, вычисленных по фор-
муле (13), от урожайностей, замеренных в поле, за каждый (j-й) год из N участ-
вующих в расчете лет; Yвыч.j – урожайность, вычисленная по формуле (13) для 
условий j-го года; Yj – фактическая урожайность, полученная в поле в условиях 
j-го года; j – порядковый номер года в многолетии; N – количество лет исследо-
ваний в многолетнем ряду.  

 
Результаты и обсуждение. Справедливость формулы (13) проверим с ис-

пользованием данных сортоиспытаний сахарной свеклы (гибрид NZ-тип), по-
лученных на Молодечненской государственной сельскохозяйственной сортоис-
пытательной станции (Молодечненской ГСХУ). В табл. 1 приведены результа-
ты сортоиспытаний 13-летней продолжительности (2011-2023 гг.).   

В исходной информации (табл. 1) помимо урожайности сахарной свеклы 
присутствуют 7 урожаеформирующих факторов: рН, гумус (G), К2О, Р2О5, 
NPK, среднесуточные температуры воздуха и атмосферные осадки, которые яв-
ляются показателем тепло- и влагообеспеченности растений. Заметим, что ат-
мосферные осадки, как характеристика влагообеспеченности растений, являют-
ся весьма приближенным показателем, поскольку значительная часть обильных 
осадков может теряться на непродуктивный сброс (например, в таблице 1 – это 
май 2014 года, июль 2016 и 2018 гг. и др.). Данный выбор показателя является 
вынужденным в условиях отсутствия контроля за динамикой влажности почвы.  

Анализ показывает, что наиболее ответственным (критическим) периодом 
при оценке влагообеспеченности сахарной свеклы на Молодечненской ГСХУ 
являются месяцы с мая по июль, включительно. Отметим, что расстояние от 
метеопункта, на котором контролируются атмосферные осадки, до полей со 
свеклой составляло в среднем около 4 км. Поэтому количество атмосферных 
осадков, выпадающих на сахарную свеклу, не всегда соответствовало их коли-
честву, замеренному на метеопосту. Вместе с тем, суммирование суточных ве-
личин атмосферных осадков за несколько месяцев несколько снижает расхож-
дение между их суммами по данным метеопоста и выпавших на поле с сахар-
ной свеклой. Следует ожидать, что различие среднесуточных температур воз-
духа между данными поля и метеопоста также не столь велико.  

 



 

Таблица 1 – Исходные данные моделирования урожайности сахарной свеклы (Молодечненская ГСХУ)  

   
Агрохимические 
показатели почвы Внесено 

Атмосферные осадки, 
суммы за месяц, мм 

Среднесуточные 
температуры воздуха, 

осредненные за месяц, ОС № Год Урожай pH Гумус P2O5 K2O N P K NPK 

п/п  т/га - % мг/кг кг д. в. / га V VI VII VIII V VI VII VIII 
1 2011 80,2 5,82 3,62 335 350 136 90 120 346 57 85 119 101 13,5 18,6 19,6 17,6 
2 2012 56,4 5,76 3,45 319 334 120 90 90 300 58 92 44 52 14,4 15,3 20,4 16,8 
3 2013 61,4 5,78 3,53 321 321 130 90 120 340 105 83 85 56 16,4 18,8 18,2 18,0 
4 2014 63,9 5,80 3,6 325 321 130 90 120 340 149 47 28 92 13,9 15,1 20,8 18,4 
5 2015 35,6 5,75 3,40 319 314 120 90 90 300 97 47 94 15 12,0 16,6 17,4 20,3 
6 2016 63,4 5,76 3,58 322 321 130 90 120 340 14 62 194 107 15,1 18,2 18,5 17,6 
7 2017 62,1 5,75 3,55 324 321 130 90 120 340 15 105 119 74 12,9 15,6 17,0 18,3 
8 2018 67,1 5,80 3,62 325 321 130 90 120 340 16 30 156 45 17,0 17,5 19,3 19,4 
9 2019 61,2 5,78 3,62 320 324 130 90 120 340 63 20 113 71 17,2 25,1 20,2 22,3 
10 2020 54,3 5,75 3,55 320 314 120 90 90 300 80 127 52 28 13,8 23,4 21,6 22,8 
11 2021 46,8 5,83 3,55 320 314 120 90 90 300 106 56 32 119 11,0 18,5 21,0 16,0 
12 2022 68,4 6,12 3,62 315 325 120 90 180 390 21 103 111 107 9,0 16,0 20,0 16,0 
13 2023 47,3 6,30 3,40 310 320 120 90 180 390 6 25 89 84 13,6 18,1 18,4 20,5 
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Почвы на Молодечненской ГСХУ под сахарной свеклой относятся к высо-
коплодородным дерново-подзолистым, легкосуглинистым, развивающимся на 
лессовидных суглинках, подстилаемых мореной. Соответствует данным пока-
зателям (высокому содержанию гумуса, калия и фосфора) достаточно высокая 
урожайность, полученная в 2011–2023 гг. Вместе с тем по годам наблюдаются 
значительные колебания урожайности сахарной свеклы – от 35,6 в 2015 году до 
80,2 т/га в 2011, то есть более чем в два раза. Очевидно, что при должном со-
блюдении требований агротехники на Молодечненской ГСХУ данные колеба-
ния вызваны только изменением характеристик почвы и метеоусловий. 

На первом качественном этапе анализа сравним полученную урожайность 
сахарной свеклы с агрохимическими показателями почвы. Как видим, наиболее 
высокая урожайность получена в 2011 году на фоне повышенного содержания в 
почве гумуса и калия при внесении более высокой дозы азота. Причина 
наименьшей урожайности сахарной свеклы в 2015 году обусловлена наиболее 
низкими значениями этих показателей (таблица 1).  

Следующий этап анализа состоит в установлении количественных зависи-
мостей полученной по годам урожайности сахарной свеклы от агрохимических 
показателей почвы, температур воздуха и выпавших атмосферных осадков (ри-
сунок 1). Как видим, наблюдается четкая градация этих показателей по влия-
нию на урожайность.  

 

    
 

    
 

    
 

Рисунок 1 – Связь урожайности сахарной свеклы с агрохимическими  
показателями почвы, атмосферными осадками и температурой воздуха 
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Наиболее зависима урожайность сахарной свеклы от содержания в почве 
гумуса (G). Затем по важности для культуры располагается содержание в почве 
К2О. В то же время влияние на урожайность таких показателей как Р2О5, NPK, 
рН, среднесуточных температур воздуха и выпавших атмосферных осадков, со-
гласно рисунку 1, можно назвать несущественной. Тот же вывод относится и к 
кислотности почвы.  

В таблице 2 для сахарной свеклы, возделываемой на полях ГСХУ «Моло-
дечненская СС», приведены полученные методом подбора с использованием 
графиков (рисунок 1) по схеме (14) опорные показатели математической моде-
ли урожайности (13). Как видим, численные значения опорных показателей ма-
тематической модели постоянны по величине и не зависят от состава учитыва-
емых факторов. Тем самым подтверждается положение физического принципа 
баланса причинно-следственных взаимодействий: «каждый из урожаеформи-
рующих факторов, действующих на урожайность, сообщает ему такое же изме-
нение, как если бы других факторов не было».  

 
Таблица 2 – Опорные показатели математической модели урожайности (13) 

Наименова-
ние показате-

лей 

Учитываемые урожаеформирующие факторы 

Гу-
мус 
(G) 

G, 
K2O 

G, 
K2O, 
NPK 

G, K2O, 
NPK, 
P2O5, 

G, K2O, 
NPK, 
t(VI) 

G, K2O, NPK, 
t(VI),  

S(V-VII) 

G, K2O, 
NPK, 

t(VI), P2O5 

G, K2O, NPK, 
t(VI),  

S(V-VII), 
P2O5 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Ymax, т/га 69,0 83,0 88,0 92,5 89,3 92,9 93,8 95,8 

aG 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
G(opt), % 3,8 3,8 3,8 3,8 3,8 3,8 3,8 3,8 
G(0), % 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1 

aK2O – 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
K2O(opt), 
мг/кг 

– 350 350 350 350 350 350 350 

K2O(0), мг/кг – 280 280 280 280 280 280 280 
aNPK – – 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

NPK(opt),  
кг д. в/га 

– – 440 440 440 440 440 440 

NPK(0), 
кг д. в/га 

- – 0 0 0 0 0 0 

at     0,25 0,25 0,25 0,25 
tVI(opt), мм     18,8 18,8 18,8 18,8 
tVI (0), мм     7,1 5,9 6,0 5,2 

aS – – – – – 0,18 – 0,10 
SV-VII(opt), мм – – – – - 430 – 430 
SV-VII(0), мм – – – – – 0 – 0 

aP2O5 – – – 1,00 – – 1,00 1,00 
P2O5(opt), 
мг/кг 

– – – 360 – – 360 360 

P2O5(0), мг/кг – – – 190 – – 190 190 
δ, т/га 7,354 3,487 2,935 2,712 2,625 2,462 2,470 2,447 

R2 0,576 0,905 0,933 0,942 0,946 0,952 0,952 0,953 
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Заметим, что безразмерный коэффициент, характеризующий восприимчи-
вость урожая к действию атмосферных осадков, выпавших за май-июль, изме-
няется от 0,1 до 0,2. Это означает, что данный показатель влияет на результат в 
пределах 10–20 % (по указанным выше причинам). То же замечание можно от-
нести и действие среднесуточной температуры воздуха за июнь, которая по 
своему воздействию на урожайность сахарной свеклы, несмотря на отсутствие 
связи с урожайностью на рисунке 1, даже несколько превышает влияние влаго-
обеспеченности культуры и влияние содержания в почве фосфора (таблица 2).  

Перечень опорных показателей урожаеформирующих факторов в таблице 2 
(сверху вниз) приведен в строгом соответствии с их значимостью по влиянию на 
урожайность сахарной свеклы. Иерархию их влияния, начиная от главного факто-
ра и завершая наименее значительным, можно представить последовательностью  

G → K2O → NPK → t(VI) → S(V-VII) → P2O5 → рН. (15) 

Последовательность (16) подтверждается снижением среднеквадратическо-
го отклонения (δ) и ростом коэффициента детерминации (R2) в соответствую-
щих строках таблицы 2 (рисунок 2).  

 

 
 

Рисунок 2 – Диаграмма повышения тесноты связи между измеренной  
в поле урожайностью и урожайностью сахарной свеклы, рассчитанной по формуле (13),  

с ростом количества учитываемых урожаеформирующих факторов. 
 

Данные таблицы 2 и рисунка 2 дают много важной информации при оценке 
влияния урожаеформирующих факторов на урожайность сахарной свеклы. Во-
первых, становится очевидным факт резкого повышения тесноты связи при по-
вышении числа факторов, учитываемых при расчете урожайности, от одного до 
двух (повышается от R2 = 0,576 до R2 = 0,905). При дополнительном учете тре-
тьего фактора наблюдается еще один скачек до R2 = 0,933. Согласно данным 
таблицы 2, четвертым фактором из агрохимических характеристик почвы по 
важности для сахарной свеклы является содержание фосфора. Поэтому первая 
четверка важнейших урожаеобразующих факторов для сахарной свеклы вы-
страивается вполне однозначно 

G → K2O → NPK → P2O5. (16) 
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Согласно представленным результатам математическая модель урожайности 
сельскохозяйственных культур (13), применительно к сахарной свекле по точ-
ности не уступает, а превосходит частные математические модели [9–15].  
При этом подчеркнем, что с увеличением числа учитываемых в расчете урожае-
формирующих факторов точность вычислений, представленная коэффициентами 
детерминации (R2), возрастает (таблица 2). Точность расчета урожайности  
(δ = 2,7 т/га) с использованием математической модели (13), включающей основ-
ные агрохимические характеристики почвы и суммарную дозу внесения мине-
ральных удобрений (G, K2O, NPK, P2O5), сравнима с точностью определения уро-
жайности при проведении учета урожая. Ошибка возрастает примерно в 1,5 раза.  

При этом ожидаемое значение коэффициента детерминации при расчете по 
(13) составляет около 0,94, что удовлетворяет требованиям к точности матема-
тического моделирования, результаты которого можно успешно использовать в 
разработке информационных систем поддержки принятия решений при управ-
лении аграрными технологиями.  

Таким образом, прогнозную математическую модель урожайности (13), 
учитывающую только важнейшие агрохимические характеристики почвы и 
вносимые минеральные удобрения можно представить в упрощенном виде  
(при аG = аK2O = аNPK = аP2O5 = 1,00)  

X X

X X

2 2

2 2

2 5 2 5

2 5 2 5

22

( )( )

( ) (0 ) ( ) (0)[4 ]

2 2

( ) ( )

( ) (0) ( ) (0 )

1 1

1 1

optopt

opt optmax

opt opt

opt opt

K O K OG GY

Y G G K O K O

NPK NPK P O P O

NPK NPK P O P O

      −−
     − −
     − −         

      − −
      − −
      − −

        

=

.



 (17) 

Заметим, что математическая модель (17), хотя и базируется на теоретиче-
ской основе (2), но получена с привлечением эмпирических зависимостей (8–10), 
поэтому ее следует считать полуэмпирической. В таком случае результаты рас-
чета будут справедливы в ограниченной области значений урожаеформирую-
щих факторов и урожайности. Для определения граничных показателей исполь-
зуем методику, рекомендуемую при планировании эксперимента [18]. Резуль-
таты расчета представлены в таблице 3.  

 

Таблица 3 – Граничные значения урожайности и урожаефомирующих  
факторов (допустимый интервал варьирования), которые следует учитывать  
в расчетах урожайности по формуле (13) для условий исследований 

Показатели Yизм., 
т/га 

Агрохимические 
показатели почвы NPK, Ср. сут.  

температ.,оС 
Атмосферные 
осадки, мм 

G, % К2O, 
мг/кг 

P2O5, 
мг/кг кг д. в./га VI V–VII 

Границы  
варьирования 

min 35,6 3,40 314 310 300 15,1 121 
max 80,2 3,62 350 335 390 25,1 273 

Основной уровень 57,9 3,51 332 332,5 345 20,1 197 
Интервал  

варьирования 22,3 0,11 10 12,5 45 5 76 

Область  
определения 

min 24,5 3,35 310 304 278 13 83 

max 91,4 3,68 340 341 413 28 311 
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Заключение  
Результаты полевых сортоиспытаний сахарной свеклы (гибрид NZ-тип) 

продолжительностью 13 лет (2011–2023 гг.), полученные на Молодечненской 
ГСХУ, наглядно подтверждают справедливость представленной обобщенной 
математической модели урожайности сельскохозяйственных культур. Посколь-
ку данная модель является полуэмпирической, в расчетах по формулам (13), 
(17) следует учитывать не только опорные показатели математической модели 
(табл. 2), но и граничные значения урожайностей и урожаефомирующих факто-
ров (допустимый интервал их варьирования), приведенные в таблице 3. Стати-
стические характеристики модели (13), и ее упрощенного варианта (17) зависят 
от объема выборки, а допустимый интервал варьирования урожайностей и чис-
ленных значений каждого фактора определяется пределами их колебаний за 
многолетие (таблицах 1, 3).   

Урожайность сахарной свеклы, возделываемой в условиях Молодечненской 
ГСХУ, можно прогнозировать с точностью R2 = 0,94 в начале вегетационного 
периода по известным агрохимическим показателям почвы и вносимым удоб-
рениям (гумус, K2O, P2O5, NPK). При этом результат расчета будет ориентиро-
вочно получен со среднеквадратическим отклонением значений прогнозируе-
мой урожайности от фактической около ±2,7 т/га.  

Поскольку предложенная математическая модель урожайности состоит из 
блоков, представленных в безразмерной форме, то согласно разъяснению ака-
демика А.М. Колмогорова блоки модели, относящиеся к каждому урожаефор-
мирующему фактору, являются критериями подобия. Это позволяет сравнивать 
между собой результаты математического моделирования урожайности любой 
сельскохозяйственной культуры на почвах с любыми агрохимическими свой-
ствами, делая при этом вполне обоснованные выводы. Заметим, что такой ана-
лиз невозможно проводить с результатами расчета урожайности по формулам 
частных математических моделей урожайности сельскохозяйственных культур 
[9–15].  
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Реферат  
Фишинговые веб-сайты являются распространенным методом социальной 

инженерии, который имитирует внешний вид надежных (URL)-страниц. 
Например, злоумышленники часто используют фишинговые методы, направ-
ляющие пользователей на мошеннические сайты или прокси-серверы, через 
подделку или отравление Системы доменных имен (DNS). В данном исследо-
вании был составлен обзор текущего состояния киберпреступности в мире и в 
Монголии, а также проведено исследование для определения уровня образова-
ния, возраста и пола киберпреступников. Для выявления фишинговых атак бы-
ли проведены оценки характеристик данных и сравнительный анализ особенно-
стей фишинговых веб-сайтов. Также была установлена взаимосвязь между ха-
рактеристиками с использованием методов машинного обучения, основанных 
на сходстве. Затем был обучен модельный алгоритм на основе метода логисти-
ческой регрессии. Для обучения модели использовались 80 % данных, а 20 % 
были использованы для тестирования, что позволило подтвердить возможность 
выявления фишинговых веб-сайтов по показателям Precision, Recall и F1. Экс-
перимент показал, что наилучшей характеристикой стала 29-я по счету, которая 
позволила модели выявлять фишинговые сайты с точностью 93 %. Эта модель 
теперь способна предсказывать фишинговые и нефишинговые сайты с высокой 
точностью. Затем с помощью матрицы ошибок было проверено, действительно 
ли логистическая регрессия предсказала 93 % правильных результатов. Резуль-
таты показали, что из 2000 проверенных данных $ 950 + 930 = 1880 $ были 
предсказаны верно, что подтверждает точность модели в 93 %. 

Ключевые слова: фишинговая атака, логистическая регрессия, матрица 
ошибок. 

 

CyBER CRIME  
Cyber crime and phishing attack  
In most countries of the world, illegal access to the system, illegal interception of 

data, illegal intervention, distribution of malicious means by illegal use of computers, 
online fraud, and data breach are considered cybercrime. It is very commonplace 
throughout the world [6].  


