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Реферат 
Темы, связанные с вычислением пределов числовых последовательностей и функций, студенты в техническом вузе начинают изучать 

в рамках дисциплин «Математический анализ», «Высшая математика» или «Математика».  
Учащиеся сталкиваются, например, с такими трудностями, как объединить свои неформальные представления об ограничениях, чтобы 

охватить сложность формального определения предела функции и последовательности. 
В данной работе авторы, используя методы компьютерной алгебры, предлагают различные способы визуализации пределов, вычисли-

тельные примеры, чтобы помочь учащимся понять важные аспекты формального определения предела числовой последовательности  
и функции. 

Ключевые слова: предел, числовая последовательность, функция, системы компьютерной алгебры, визуализация вычислений. 

THE USE OF COMPUTER ALGEBRA METHODS IN THE LECTURES "THE LIMIT OF NUMERICAL SEQUENCE AND FUNCTION" 

Е. N. Zashchuk, A. I. Zhuk, L. P. Makhnist 
Abstract 
At technical university the topics related to the calculation of the numerical sequences limits and the function limits are got started to study within 

the disciplines "Mathematical Analysis" or "Mathematics". Students often have difficulties with understanding formally definition of the function limit and 
the sequence limit. Although, they can have their informal ideas about constraints. 

In this article, the authors suggest various ways of visualizing limits as well as computational examples using the computer algebra methods. That 
might help students to understand important aspects of the formal definition of the limit of a numerical sequence and function. 

Keywords: limit, numerical sequence, function, computer algebra systems, visualization of calculations. 

Введение 
Целью преподавания дисциплины «Математика» в технических 

вузах является формирование у студентов математической компе-
тенции, необходимой при изучении фундаментальных и специаль-
ных инженерно-технических дисциплин. Наиболее известными из 
традиционных методов обучения являются проведение лекционных, 
практических и лабораторных занятий. При этом наглядность пред-
ставления материала на лекциях − одно из необходимых требова-
ний для его корректного понимания. Применение в данном случае 
интерактивной компьютерной графики позволяет обеспечить макси-
мальную наглядность, так как удается взглянуть на проблему с раз-
ных сторон.  

На сегодняшний день среди систем компьютерной алгебры ли-
дирует Mathematica, которая является постоянно совершенствую-
щейся системой. СКА Mathematica позволяет превратить весь мате-
риал, подготовленный для лекции: пояснения, уравнения, примеры, 
иллюстрации и демонстрации, в динамическую презентацию, кото-
рую можно оперативно изменять [1, 2, 3, 4]. 

Так в работах [5, 6] авторами были рассмотрены методы визуа-
лизации тел вращения, построение которых требуется, например, 
при вычислении объёмов, площадей поверхностей. В работе [7] 
представлена динамическая визуализация трехмерных декартовых, 
сферических и цилиндрических координат. В работах [8, 9, 10] пред-
ставлены темы «Ряды Фурье» и «Знакочередующиеся ряды».  

Для более осознанного понимания математических терминов, 
изучаемых в рамках дисциплин «Математический анализ» или «Ма-
тематика», предлагается использование программных модулей, 
которые находятся в свободном доступе на официальном сайте 
Wolfram Demonstration Projekt [11, 12]. Для использования на лекции 
модулей не обязательно наличие программного продукта СКА 
Mathematica на компьютере, достаточно лишь доступа в Интернет, 
что позволяет использовать их онлайн. Также можно осуществить их 

демонстрацию в свободной для скачивания программе Wolfram CDF 
Player. Однако это очень сильно ограничивает возможности лекторов.  

В перечисленных работах [1 – 11] и в данной статье использование 
СКА Mathematica позволяет авторам доработать и усовершенствовать 
программные модули с учетом требований программы вуза. 

Визуализация пределов числовых последовательностей 
На лекциях дисциплин «Математический анализ», «Высшая ма-

тематика» или «Математика» для студентов технических специаль-
ностей по теме «Предел числовой последовательности» даются 
определения числовых последовательностей, монотонных последо-
вательностей и предела последовательностей. Так, например, опре-
деление предела числовой последовательности следующее [13]: 
число a∈R называется пределом последовательности {𝑎𝑛}, если 
для ∀ ε>0 𝑛ε∈N: ∀ 𝑛 > 𝑛ε   |𝑎𝑛 − 𝑎| < ε.

При этом пишут 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎. 

В качестве демонстрации сформулированного определения, на лек-
ции удобно провести вычисления конкретных числовых последователь-
ностей. Так, используется программный модуль в СКА Mathematica,  
в котором рассматриваются следующие последовательности: 

𝑎𝑛1 = 3; 

𝑎𝑛2 = 3 − 3 𝑒−0.05𝑛;

𝑎𝑛3 = 3 + 3 𝑒−0.05𝑛;

𝑎𝑛4 = 3 +
6

𝑛
sin 𝑛;

𝑎𝑛5 = 3 + 2,1 sin
𝑛

4
.
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Каждая из последовательностей, за исключением периодической 
𝑎𝑛5, сходится к 3. На рисунке 1 приведен скриншот программного моду-
ля, в котором можно вычислить 90 членов перечисленных числовых 
последовательностей. Первый ползунок позволяет отобразить n-й член 
последовательности. Перемещая ползунок параметра ε можно изменять 
границы ε-окрестности в определении предела. На рисунке 1 отображе-
ны вычисления для возрастающей последовательности 𝑎𝑛2, где член 
последовательности 𝑎62 отображается зеленой точкой, и для значения ε 
= 0,56 попадает в ε-окрестность точки 3. Также на рисунке 1 ниже пока-
зано, каким образом члены последовательности 𝑎𝑛2 «сгущаются» к 
предельному значению 3. Также, данная демонстрация отображает 
важный аспект определения предела последовательности, а именно, 
что, начиная с номера 𝑛ε, члены последовательности 𝑎𝑛2 попадают  
в ε-окрестность точки 3. Перемещая первый ползунок, определяющий 
значение параметра n, мы можем определить, что, например, для ε = 
0,56 значение 𝑛ε = 33.  

Данный программный модуль, также позволяет осуществить  
визуализацию расходящейся последовательности 𝑎𝑛5. Так, на ри-
сунке 2 приведен скриншот членов последовательности 𝑎𝑛5  
для значений 𝑛 = 40 и ε = 0,74. Легко убедиться, что члены после-
довательности с увеличением n не приближаются ни к какой  
ε-окрестности точки 3.  

 

 
 

Рисунок 1  Скриншот программного модуля  
вычисления значений последовательности 𝑎𝑛2 

 

 
Рисунок 2  Скриншот программного модуля  

вычисления значений последовательности 𝑎𝑛5  
 

При изучении второго замечательного предела [10] можно рас-
смотреть вопрос о скорости сходимости различных последователь-
ностей к числу 𝑒. Рассмотрим демонстрацию, иллюстрирующую 
сходимость трех последовательностей к числу 𝑒:  

𝑎𝑛 = (1 +
1

𝑛
)

𝑛

; 

𝑏𝑛 = (1 −
1

𝑛
)

−𝑛

; 

𝑐𝑘 = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ⋯ +

1

𝑘!
. 

Первые две последовательности 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 сходятся гораздо мед-
леннее, чем третья с𝑘 . Так на рисунке 2 приведен скриншот про-
граммного модуля, когда ε = 0,15. Для значения 𝑛 = 32 члены по-
следовательностей 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 находятся еще достаточно далеко от 
предельного значения 𝑒. В то время как третья последовательность 
𝑐𝑘 уже при 𝑘 = 7 принимает значения, почти равные 𝑒. Перемещая 
третий ползунок, легко убедиться, что уже 𝑐3 находится в заданной  
ε-окрестности точки 𝑒. В то время как 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 только при 𝑛 = 9 
попадают в ε-окрестность точки 𝑒. 

 

 
 

Рисунок 3  Скриншот программного модуля вычисления  
скорости сходимости последовательностей 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 и 𝑐𝑘 

 
Визуализация пределов функций  
Описанный подход изучения пределов последовательности так-

же актуален и для темы «Предел функции».  
Рассмотрим следующий метод для визуализации определения 

предела функции в точке 𝑥0 на «языке ε − δ» [13]. Число 𝐴 называ-
ется пределом функции в точке 𝑥0 (или при 𝑥 → 𝑥0), если для любо-
го положительного числа ε найдется такое положительное число δ, 
что для всех 𝑥 ≠ 𝑥0, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 
выполняется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝐴| < ε. 

Cформулированное определение продемонстрируем на примере 
функции 

𝑓(𝑥) = 3√𝑥 − 1
3

− 2. 

На рисунке 4 приведен скриншот, который показывает пример, 
когда при нахождении предела функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 = 5, мы 
можем выбрать любые значения ε (ползунок слева) из отрезка [0, 2], 
для которого определяются конкретные значения 𝛿. Так, для 
значения 𝜀 = 0,86 определяются значения 𝛿1 = 1,79927 и 
𝛿2 = 2,58197. Также, перетаскивая курсором точку на графике 
функции, меняем значение 𝑥0 и получаем в динамике изменение 
значений 𝛿1 и 𝛿2. 

Расположение ползунков подчеркивает важность формулировки 
определения. 
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Рисунок 4  Скриншот программного модуля  
для определения значений 𝛿 для заданных значений 𝜀 

На рисунке 4 показан пример демонстрации, когда границы  
δ-окрестности точки 𝑥0 не являются симметричными. Эта демонстра-
ция вычисляет наибольшие значения 𝛿1 и 𝛿2 для заданного ε, так что 
𝑓(𝑥) лежит между 𝐴 − 𝜀 и  𝐴 + 𝜀. Значения 𝛿1 и 𝛿2 определяются 
автоматически. Рассмотрим обратную функцию к функции 𝑓(𝑥): 

𝑔(𝑦) =
1

27
(35 + 12𝑦 + 6𝑦2 + 𝑦3). 

Далее в программном модуле положим, что 

𝛿𝑖 = 𝐴𝑏𝑠[𝑔(𝑦)/. 𝑦−> 𝑓(𝑥0) + (−1)𝑖𝜀) − 𝑥0]//𝑁 (i=1,2).

Для студентов, также бывает важно акцентировать такие вычис-
лительные аспекты программного модуля.  

Аналогичные рассуждения используются при определении пре-
делов функции при 𝑥 → ∞ и бесконечно большой функции. Проде-
монстрируем визуализацию следующего определения [13]. Число 𝐴 
называется пределом функции f(x) при 𝑥 → ∞, если для любого 
положительного числа ε существует такое число 𝑀 > 0, что при 
всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥| > 𝑀, выполняется нера-
венство |𝑓(𝑥) − 𝐴| < ε. 

На рисунке 5 построен график функции 

𝑓1(𝑥) = 4 sin(5𝑥) 𝑒−𝑥/5 + 3,

для которого выполняется, что lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 3. Визуализация 
модуля, скриншот которого приведен на рисунке 5, проводится ана-
логично, как показано выше.  

Отметим, что на рисунке 5 отображена ситуация, когда нарушено 
выполнение условий определения существования предела. При вы-
бранных 𝜀 = 0,84 и 𝑀 = 4,73 отображено, что значения функции 
𝑓1(𝑥) не попадают в интервал (3 − 𝜀, 3 + 𝜀). Однако, перемещая
точку 𝑀 правее, например, в положение 𝑀 = 8, убеждаемся, что 
значения функции 𝑓1(𝑥) попадают в интервал (3 − 𝜀, 3 + 𝜀). 

Рисунок 5  Скриншот программного модуля 
для определения значений 𝑀 для заданных значений 𝜀 

При изучении пределов lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) после визуализации опре-

деления предела функции, удобно рассмотреть численное исследо-
вание таких приделов. Так, на рисунке 6 приведен скриншот вычис-
лений значений функции, включая рациональные функции, отноше-
ния степенных функций к экспоненциальной функции, разности ло-
гарифмов и композиции функций. Рассматриваются следующие 
восемь функций, которые включают параметры, чтобы была воз-
можность дать более широкий спектр примеров, на основе которых 
можно строить предположения о значении пределов lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥): 

𝑓1(𝑥) =
𝑎𝑥

𝑏𝑥+1
;  𝑓2(𝑥) =

𝑎𝑥2+1000𝑥+1

𝑏𝑥3+𝑥+100
;  

𝑓3(𝑥) = 𝑥 − √𝑏𝑥 + 𝑥2 + 1; 

𝑓4(𝑥) =
sin (𝑥)

𝑥
;     𝑓5(𝑥) = 𝑒−𝑥𝑥𝑛; 

𝑓6(𝑥) =
(ln(𝑥))

𝑛

𝑥
;      𝑓7(𝑥) = 𝑥𝑎 𝑥⁄ ;

𝑓8(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔(6 𝑥 + 1) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏 𝑥 + 1). 

Меняя положения ползунка для значений переменной 𝑥, мы мо-
жем увеличить или уменьшить значения переменной, и уже на этом 
этапе сделать вывод о значении предела lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥).  

Рисунок 6  Скриншот программного модуля для численного 
исследования пределов вида lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) 

Заключение 
Использование компьютерных математических пакетов в про-

цессе обучения математическим дисциплинам в технических вузах 
является актуальным и перспективным направлением. В данной 
работе показаны примеры визуализации определения пределов 
числовых последовательностей и функций. Продемонстрирована 
расходящаяся числовая последовательность. Также в статье описан 
важный аспект скорости сходимости различных последовательно-
стей к одному и тому же числу. 

Показаны способы визуализации предела функции в точке 
и на бесконечности. Приведен программный модуль численного 
исследования пределов при 𝑥 → ∞ для функций различных клас-
сов, где, изменяя различные параметры входящих в приведенные 
функции, можно оценить их влияние на результат вычислений. 
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