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Реферат  
Рассматривается нелинейное уравнение третьего порядка с полиномом седьмой степени в правой части. Отличительной чертой этого 

класса уравнений является наличие подвижных особенностей, что делает эти уравнения неразрешимыми в квадратурах. В работе получены 
интервальные критерии существования подвижных особых точек. Представленная теория является основой для составления алгоритма  
и написания программного комплекса нахождения подвижных особых точек. 
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A NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITION FOR THE EXISTENCE  
OF A MOBILE SINGULAR POINT FOR A NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION OF THE THIRD ORDER 
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Abstract 
A nonlinear third-order equation with a seventh-degree polynomial on the right-hand side is considered. A distinctive feature of this class of equa-

tions is the presence of movable functions, which makes these equations undecidable in quadratures. The work obtained data on the observance of 
movable singular points. The presented theory is a means of compiling an algorithm and writing a software complex for finding moving points. 
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Введение 
В работе [1] рассматриваются волновые процессы в стержне на 

основе обобщенного уравнения Кортевега  де Фриза  Бюргерса 

u (u ) u u
m , m, const.

t z z z

   
     

   

2 3

2 3
 

В случае стационарного процесса, когда время отсутствует, урав-
нение переходит в категорию обыкновенных дифференциальных 
уравнений. В зависимости от параметров уравнения переходим к ис-
следуемому нами классу дифференциальных уравнений. В указанной 
публикации при рассмотрении исходного уравнения не была учтена 
специфика рассматриваемого уравнения, существование подвижной 
особой точки. Поэтому о строгом аналитическом решении говорить не 
приходится, так как наличие подвижных особых точек является препят-
ствием к разрешимости рассматриваемого уравнения в квадратурах. 

В публикации [2] так же проводится исследование волновых 
процессов для эластичных балок. Рассматривается задача в виде 
дифференциального уравнения третьего порядка, заданного неявно: 

f (t,u(t ),u (t ),u (t ),u (t )) , t     0 0 1 

u( ) u ( ) u ( ) .   0 0 1 0
 

Неявный случай подразумевает как линейный случай, так и не-
линейный. Поэтому аналогично, как и в случае с работой [1],  
не учтена специфика нелинейных дифференциальных уравнений, 
существование подвижных особенностей. 

Для реализации метода нахождения аналитического прибли-
женного решения с подвижными особенностями необходимо строить 
алгоритмы для программного обеспечения, основой которого и яв-
ляется теоретический материал, представленный в данной работе. 

Реализация данного метода была рассмотрена в работах [35]. 

Если работах [67] дается теоретическое обоснование учета 
особенностей, применяемого класса нелинейных дифференциаль-
ных уравнений третьего порядка для исследования волновых  

процессов в эластичных балках, то в статьях [89] дано развитие 
общих теоретических положений при исследовании нелинейных 
дифференциальных уравнений с подвижными особенностями.  
Отметим ряд работ последнего времени с приложением данной 

категорий уравнений для строительных конструкций [1017]. 
Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение  

n

nn
y (x ) a ( x )y ( x ),


 

7

1
 (1) 

которое с помощью замены, показанной в работе [7], приводиться к 
нормальной форме 

y y r( x )  7 . (2) 

Добавив начальные условия  

y( x ) y ,

y ( x ) y ,

y ( x ) y ,




 
  

0 0

1 1

2 2

 (3) 

рассмотрим задачу Коши (2)—(3).
 

Далее, путем замены y( x )
u( x )


1

 переходим к инверсному 

уравнению: 

u u u u u (u u) u r( x )          5 4 3 76 6 1  (4) 

u( x ) u ,

u ( x ) u ,

u ( x ) u .



 

  

0 0

1 1

2 2

  (5) 

Используя связь локальных экстремумов инверсионной и пря-
мой задачи, сформулируем следующую теорему: 
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Теорема 1. Потребуем выполнение следующих условий: 

1)  y x  решение задачи Коши (2)  (3) и  u x  решение 

инверсной задачи Коши (4)(5) непрерывны на отрезке [ a;b]   

2) x [a;b] u( x) (u( x) )   0 0 . 

Тогда необходимым и достаточным условием локального мак-

симума y( x ) , решение задачи Коши (2)(3), в точке с (a;b)  

является наличие у функции u( x ) , являющейся решением ин-

версной задачи Коши (4)(5), минимума в точке с .  

Доказательство данного факта основывается на использовании 
классического метода математического анализа, необходимого  
и достаточного условия локального экстремума. 

Теорема 2. Пусть функция y( x )  — решение задачи Коши 

(2)—(3), определенна на полуинтервале [ x ; x )

0
, где x x0

,  

x
— подвижная особая точка задачи Коши (2)(3). Тогда найдет-

ся некоторая окрестность [ a; x )  точки x
, в которой функ-

ция y( x ) , ее первая и вторая производная имеют один знак

      y( x ) , y , y , y x ,y x ,y x .        0 0 0 0 0 0  

Доказательство. Функцию y( x )  можно представить в виде 

n

ny( x ) ( x x ) C ( x x )


   
1

2 2

0

.  (6) 

Согласно теореме существования, найдется точка x [ x ; x )1 0
, 

для которой правильная часть ряда (6) сходится в области 

[ x ; x )

1
. Расписывая правую часть (6) получаем:  

y( x ) ( x x )

С ( x x ) С ( x x ) ... .




 

   

    

1

26

7
3 2

6 7

15

8   (7) 

Дифференцируя обе части равенства (8), имеем: 

y ( x ) y( x ) ( x x )

С ( x x ) С ( x x ) ... .




 

      

    

3

26

5
2 2

6 7

1 15

2 8

7
3

2

 (8) 

Введем обозначения  

   y ( x ) g x h x ,  1 1
 

 

 

g x ( x x ) ;

h x С ( x x ) С ( x x ) ... .




 

   

     

3

26
1

5
2 2

1 6 7

1 15

2 8

7
3

2

 

Учитывая, что  g x 1
, а также  h x 1 0  при 

x x 0 , то найдется точка x : x x2 2 1 , и *x [ x ; x )  2
 

будет выполняться неравенство    g x h x1 1
, следовательно  

y ( x )  0 .  

Дифференцируем теперь выражение (9):  

*

* *

y ( x ) ( x x )

С ( x x ) С ( x x ) ... .



     

    

5

26

3

2
6 7

3 15

4 8

35
6

4

 (9) 

Обозначим  

   y ( x ) g x h x ,  2 2
 

 

 

 

*

* *

g x ( x x ) ;

h x С ( x x ) С ( x x ) ... . .



   

    

5

26
2

3

2
2 6 7

3 15

4 8

35
6

4

 

Так как  g x 2
 и  h x 2 0  при *x x 0 , то 

существует такая точка x : x x3 3 1 , что для любого x  из полу-

интервала *[ x ; x )3
 будет выполняться неравенство 

   g x h x2 2
, следовательно  y ( x )  0 .  

Теорема 3. Точечный критерий существования подвижных 

особых точек. Чтобы 
*x  являлась подвижной особой точкой 

функции y( x ) , решение задачи Коши (2)—(3), необходимо и до-

статочно, чтобы функция  x u , являющаяся обратной функци-

ей решения инверсной задачи Коши (4)—(5), удовлетворяла следу-
ющим условиям:  

     x x ,x ,x     30 0 0 0 15 . (10) 

Доказательство. Необходимость. Представим функцию 

u( x )  в виде регулярного ряда:  

u( x ) D ( x x ) D ( x x ) D ( x x ) ...        
1 3

2 2
0 1 2

. (11) 

Учитывая, что  u 0 0 , и на основании теоремы Лагранжа об 

обращении рядов [18] получаем:  

n

n( x x ) B u ,


   
1

2

1

 

где B .
С

1

0

1
 

 

Тогда 

2

1


  
   

 
 n

nx x B u   (12) 

или  

x x B u B u B u ...      2 2 3 4

1 2 3
. 

При u  0  получаем *x( ) x0 . Далее, дифференцируя по u , 

имеем: 

x B u B u B u ...      2 2 3

1 2 32 3 4  . 

Откуда находим x ( ) , 0 0  а также 

x B B u B u ...     2 2

1 2 32 6 12  . 

В итоге получаем требуемое:  

     x x ,x ,x     30 0 0 0 15 . 

Достаточность. Докажем, что исходная функция y( x )  имеет 

особую точку алгебраического типа. Исходя из теоремы 3, предста-

вим функцию  x u  в виде регулярного ряда: 
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 x u B B u B u   2

0 1 2
 . 

Обозначим B x0
. Дифференцируя, получаем: 

x B B u B u    2

1 2 32 3 , 

x B B u B u    2

2 3 42 6 12  . 

Из условия теоремы находим значения коэффициентов разложения  

B ,B


 
3

1 2

15
0

2
. С учетом найденных коэффициентов 

имеем: 

 x u x u B u 
   

3
2 3

3

15

2
 

или  

x x u B u B u     
3

2 3 4

3 4

15

2
 . 

 

На основании теоремы об обращении рядов [18] получаем: 

u( x ) D ( x x ) D ( x x ) D ( x x ) ... ,        
1 3

2 2
0 1 2  

где
 
D

 
  
 

1

2

1 3

2

15
.
 

В силу используемой замены y( x )
u( x )


1

, исходная функ-

ция записывается в виде: 

y( x ) ( x x )
u( x ) D

D ( x x ) D ( x x ) ... .




 

   

    

1

2

0

1
0 2

1 2

1 1

 
 

Данное разложение представимо в виде (6). Таким образом, x
 

является подвижной особой точкой задачи Коши (2)—(3), что и за-
вершает доказательство.  

Теорема 4. Интервальный критерий существования подвижной 

особой точки. x
 является подвижной особой точкой y( x ) , реше-

ния задачи Коши (2)—(3), тогда и только тогда, когда существует 
некоторая окрестность подвижной особой точки 

[ x ; x ], x [ x ; x ] 1 2 1 2
, для которой функция u( x ) , решение 

инверсной задачи Коши (4)—(5), являлась бы непрерывной и выпол-
нялось условие:  

u( x ) u( x ) 1 2 0 . 

Доказательство. Необходимость. Так как уравнение было пе-

реведено в инверсное, то точка x
 для функции u( x )  переходит 

в класс регулярных, а значит функция u( x )  непрерывна, при этом
 

u( x ) .  0
 
При переходе через точку x

 функция u( x )  меняет 

знак, согласно теореме Больцано – Коши получаем требуемое: 

u( x ) u( x ) . 1 2 0   

Достаточность. Так как функция u( x ) непрерывна и имеет 

различные знаки на концах отрезка u( x ) u( x ) 1 2 0 , то суще-

ствует точка x [ x ; x ]3 1 2 , в которой функция
 
u( x )  равна нулю. 

Тогда в силу инверсии y( x )
u( x )


1

, x3  является подвижной 

особой точкой для решения задачи Коши (2)(3). 

Вывод  
В данной статье решена задача о нахождении точных критериев 

существования подвижных особенностей (необходимое условие 
существования, необходимое и достаточное условие существова-
ния), что является основой для разработки алгоритма и программно-
го комплекса для нахождения подвижных особых точек с любой 
наперед заданной точностью.  
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