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Реферат 
Представлен оригинальный метод обратного кинематического синтеза плоского рычажного механизма для решения задачи о воспроизведении 

заданной траектории движения точки с учетом функциональных ограничений. В отличие от классических подходов, требующих предварительного 
решения прямой задачи кинематики и формирования целевой функции на основе невязки координат траекторий, предлагаемый метод базируется 
непосредственно на решении обратной задачи кинематики. Кинематическое описание механизма выполняется для каждого заданного положения 
целевой точки без использования обобщенной координаты с применением метода преобразования координат в неизменном базисе на основе теории 
комплексных чисел. Благодаря такому подходу удается свести задачу синтеза к минимизации среднеквадратичного отклонения длины всего одного 
замыкающего звена (ведущего звена) во всех расчетных положениях, что значительно упрощает аналитическое описание и повышает наглядность 
процесса поиска оптимального решения. 

Численная реализация предложенного метода выполнена в математическом пакете PTC MathCAD с использованием встроенной функции 
minimize(), реализующей квазиньютоновский метод поиска минимума. Для тестового примера воспроизведения траектории в форме эллипса, 
заданной десятью целевыми точками, получены оптимальные значения длин звеньев и координат неподвижных шарниров. Максимальная 
абсолютная погрешность отклонения расчетной траектории от заданных целевых точек не превысила 0,1 мм, относительная погрешность составила 
не более 1 %. 

Полученные результаты подтверждают работоспособность и высокую точность предложенного метода, который может быть рекомендован 
для практического использования при проектировании новых или модернизации существующих рычажных механизмов в различных отраслях 
машиностроения. 
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METHOD OF INVERSE KINEMATIC SYNTHESIS OF A FLAT LEVER MECHANISM 
 

A. V. Kotov, D. G. Krol 
Abstract 
An original method for the inverse kinematic synthesis of a flat lever mechanism is presented for solving the problem of reproducing a given trajectory 

of a point motion taking into account functional constraints. In contrast to classical approaches that require preliminary solution of the forward kinematics 
problem and the formulation of an objective function based on the residual of trajectory coordinates, the proposed method is based directly on solving 
the inverse kinematics problem. The kinematic description of the mechanism is performed for each specified position of the target point without using 
a generalized coordinate, applying the method of coordinate transformation in a fixed basis using complex number theory. Due to this approach, it is possible 
to reduce the synthesis problem to minimizing the root-mean-square deviation of the length of a single closing link (the driving link) in all calculated positions, 
which significantly simplifies the analytical description and increases the clarity of the optimal solution search process. 

Numerical implementation of the proposed method is carried out in the mathematical package PTC MathCAD using the built-in minimize() function, 
which implements the quasi-Newton method for finding the minimum. For a test example of reproducing an elliptical trajectory defined by ten target points, 
optimal values of link lengths and coordinates of fixed pivots are obtained. The maximum absolute error of deviation of the calculated trajectory 
from the given target points did not exceed 0,1 mm, and the relative error was no more than 1 %. 

The obtained results confirm the operability and high accuracy of the proposed method, which can be recommended for practical use in the design 
of new or modernization of existing lever mechanisms in various branches of mechanical engineering. 
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Введение 
Кинематический синтез плоского рычажного механизма заклю-

чается в определении параметров его кинематической схемы 
по заданным условиям движения ведомого звена. Одной из разно-
видностей этой задачи является синтез механизма, воспроизводя-
щего заданную траекторию движения определенного звена или точ-
ки [1]. Такие механизмы до сих пор остаются востребованными 
во многих отраслях машиностроения [2–4], а их оптимальное проек-
тирование непосредственно связано с постановкой и решением за-
дачи кинематического синтеза. 

Несмотря на постоянное развитие и совершенствование мето-
дов кинематического синтеза плоских рычажных механизмов, 
не существует единого подхода к решению данной задачи. Извест-
ные графические методы [5] эффективны только для простейших 

плоских рычажных механизмов и практически не применимы 
для многозвенных механизмов. Графоаналитические методы [6] 
кинематического синтеза разрабатываются под решение задач 
для конкретных рычажных механизмов и, как правило, не облада-
ют высокой гибкостью в решении других задач. Известные анали-
тические методы [7–9] кинематического синтеза многозвенных 
рычажных механизмов в подавляющем большинстве достаточно 
сложны, громоздки и могут использовать оптимизационные алго-
ритмы, недоступные для подробного изучения. Поэтому разработ-
ка новых, наглядных и универсальных методов кинематического 
синтеза плоских рычажных механизмов, способных легко адапти-
роваться в специализированных математических пакетах и языках 
программирования, все еще представляет важную научную и прак-
тическую задачу. 
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Традиционно при решении задачи кинематического синтеза 
о воспроизведении заданной траектории движения точки плоского 
рычажного механизма предварительно решается прямая задача 
кинематики, по результатам которой формируется некоторая це-
левая функция. Как привило, в качестве такой целевой функции 
выступает невязка координат полученной расчетной траектории 
шатунной кривой некоторой точки с требуемой траекторией [10] 
или их среднеквадратичное отклонение [11]. Встречаются работы, 
в которых в качестве целевой функции выступает функция, учиты-
вающая одновременно квадраты разниц между площадями описы-
ваемых областей, и длины желаемой и текущей траекторий [12]. 
Минимизация сформированной целевой функции достигается 
с помощью того или иного оптимизационного алгоритма за счет 
подбора рациональных длин подвижных звеньев, а в некоторых 
случаях и координат размеров стойки. Используемые для решения 
прямой задачи кинематики классические методы, в подавляющем 
большинстве основаны на методе замкнутых векторных контурах 
Зиновьева [13, 14] и требуют значительных математических вы-
кладок. Но, как показывает практика [15] чем меньшее число ана-
литических выражений будет заложено в математическую модель 
механизма, тем более эффективно происходит поиск оптимально-
го решения при его кинематическом синтезе. 

В данной работе предлагается метод решения обратной задачи 
кинематики плоского рычажного механизма, используя непосред-
ственно координаты целевых точек траектории для заданных рас-
четных положений. При этом минимальное число аналитических 
выражений достигается за счет применения метода преобразования 
координат в неизменном базисе с помощью теории комплексных 
чисел, а в качестве целевой функции предлагается использовать 
среднеквадратичное отклонение длины всего лишь одного из звень-
ев механизма. В результате такой постановке и решении задачи 
о воспроизведении заданной траектории движения точки получен 
эффективный метод с приемлемой точностью и скоростью поиска 
оптимального решения. 

Целью данного исследования является разработка метода ре-
шения задачи о воспроизведении заданной траектории движения 
точки плоского рычажного механизма методом обратного кинемати-
ческого синтеза с учетом наложенных функциональных ограничений. 
Компьютерная реализация предложенного метода представлена 
в математическом пакете PTC MathCAD. 

 
Материалы и методы 
Кинематический анализ плоского рычажного механизма основан 

на методе преобразования координат в неизменном базисе с помо-
щью теории комплексных чисел. Решение задачи обратного кинема-
тического синтеза осуществлено численным методом на основе 
встроенной функции minimize() математического пакета PTC 
MathCAD квазиньютоновским методом. 

 
Метод обратного кинематического синтеза 
Постановку и решение задачи предлагаемым методом обратно-

го кинематического синтеза рассмотрим на примере плоского четы-
рехзвенника, кинематическая схема которого, соответствующая 
одной из возможных сборок, приведена на рисунке 1. В качестве 
ведущего звена (кривошипа) выступает звено AC, а требуемая 
для воспроизведения траектория движения т. M задается координа-
тами для n-го количества целевых точек на комплексной плоскости 
(в системе координат Re-Im). 

При проведении кинематического синтеза в качестве оптимизи-
руемых параметров выберем все длины звеньев механизма (кроме 
ведущего звена) и координаты неподвижных точек, которые пред-
ставим в виде следующего вектора независимых оптимизируемых 
параметров: 

{ } ( , , , , , , , )T

i X Y X Y BD MD DC MCp p A A B B L L L L  .                                  (1) 

В общем случае заданная траектория движения т. M может 
представлять собой любую кривую. Для тестирования и отладки 
предложенного метода обратного кинематического синтеза примем, 
что для рассматриваемого плоского рычажного механизма требуе-
мая для воспроизведения траектория движения т. M имеет форму 

эллипса, большая ось которого параллельна действительной оси 
принятой системы координат, и задана с помощью следующих 10-ти 
целевых точек [16–18]: 

{(20;10),(17,66;15,142),(11,736;17,878),(5;16,928),(0,60307;12,736),

(0,60307; 7,2638),(5; 3,0718),(11,736; 2,1215),(17,66; 4,8577),(20;10)}.

iM 

Решение обратной задачи кинематики для рассматриваемого ры-
чажного механизма будем проводить методом преобразования ко-
ординат в неизменном базисе с применением теории комплексных 
чисел [19, 20]. Данный метод помимо своей простоты и наглядности 
обладает еще одним неоспоримым преимуществом – минимальным 
числом аналитических выражений, что, как отмечалось выше, явля-
ется достаточно весомым аргументом при решении любой задачи 
кинематического синтеза. 

 

 
 

Рисунок 1 – Кинематическая схема плоского рычажного механизма 
 
Используя приведенные в работах [19, 20] аналитические зави-

симости, а также вектор оптимизируемых параметров (1) опишем 
кинематику рассматриваемого рычажного механизма. Для этого 
представим промежуточные параметры расчетов (координаты точек, 
длины звеньев и др.) в виде радиус-вектора комплексного числа, 
для обозначения которого здесь и далее будет применяться символ 
нижнего подчеркивания. При этом при решении обратной задачи 
кинематики не будет использоваться какая-либо обобщенная коор-
дината, т. к. в аналитическом описании будут участвовать только 
n статических положений механизма. 

Точки M, А и B: 

·X YM M j M  ; 0 1( ) ·A p p j p  ; 2 3( ) ·B p p j p  , 

где j – мнимая единица. 
Звено BM: 

( ) ( )BМ p M B p  . 

Угол MBD найдем по теореме косинусов с помощью пользова-
тельской функции Tcos() [19, 20]: 

4 5( ) (| ( ) |, , )MBD p Tcos BM p p p  . 

Вектор звена BD найдем с помощью пользовательской функции 
TurnRI() путем поворота найденного радиус-вектора звена BM 

на угол MBD по ходу часовой стрелки (перед углом стоит знак «–») 

с изменением его длины на оптимизируемую длину p4  LBD [19, 20]: 

4( ) ( ( ), ( ), )MBDBD p TurnRI BM p p p  . 

Для краткости, приведем далее только расчетные формулы 
оставшихся параметров [19, 20]: 

( ) ( ) ( )D p B p BD p  ; ( ) ( )DM p M D p  ; 

5 6 7( ) ( , , )MDC p Tcos p p p  ;   

6( ) ( ( ), ( ), )MDCDC p TurnRI DM p p p  ; 

( ) ( ) ( )C p D p DC p  ; ( ) ( ) ( )AC p C p A p  ; ( ) ( ) ( )AB p B p A p  . 
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В результате решена обратная задача кинематики рассматрива-
емого плоского рычажного механизма. При этом все найденные 
величины зависят от вектора оптимизируемых параметров и опре-
деляются для конкретного положения радиус-вектора т. M. 

Дальнейшее решение задачи обратного кинематического синте-
за заключается в формировании целевой функции, которая является 
центральным элементом при решении любой задачи синтеза. 
При решении рассматриваемой задачи в качестве целевой функции 
уже не может выступать невязка координат траекторий т. М, т. к. 
данная траектория была взята за основу при описании кинематики 
механизма. В предложенном методе обратного кинематического 
синтеза в качестве целевой функции будет выступать среднеквадра-
тическое отклонение длины замыкающего звена AC во всех расчет-
ных положениях: 

 ( ) (| ( ) |)if p AC p min  .                                                            (2) 

Такой подход к решению задачи кинематического синтеза сво-
дится к минимизации целевой функции всего лишь одного звена 
(замыкающего), что делает решение задачи более простой и 
наглядной. Чем ближе к нулю в процессе кинематического синтеза 
будет получено значение целевой функции (2), тем более постоян-
ную длину будет иметь замыкающее звено для всех рассматривае-
мых положений механизма, а, следовательно, будет обеспечено 
минимальное отклонение т. М от заданной траектории. 

Стоит также отметить, что при решении обратной задачи кине-
матического анализа в качестве замыкающего звена для формиро-
вания целевой функции не обязательно должно выступать ведущее 
звено. В качестве замыкающего звена может быть выбрано любое 
другое звено, удобное для аналитического описания обратной зада-
чи кинематики рассматриваемого механизма. 

Для корректной работы сформированной целевой функции (2) 
необходимо наложить определенные функциональные ограничения 
на поиск решения задачи обратного кинематического синтеза. С этой 
целью все длины звеньев рассматриваемого механизма, а также 
координаты его неподвижных шарниров, используемые в векторе 
оптимизируемых параметров (1), ограничим определенным диапа-
зоном поиска, который на практике, как правило, устанавливается 
исходя из определенных требований компоновки механизма. Дан-
ный диапазон поиска примем по аналогии с аналогичными механиз-
мами, см. например [16–18], увеличив его на 12,5 % относительно 
принятых в них значений: 

 0 1 2 3, , , [ 90,90]p p p p   ; 4 5 6 7, , , (0,90]p p p p  .                         (3) 

Кроме того, обеспечим условие существования треугольника 
для жесткого звена MDC, согласно которому треугольник существует 
тогда и только тогда, когда сумма любых двух его сторон больше 
третьей стороны: 

 5 6 7p p p  ; 6 7 5p p p  ; 7 5 6p p p  .                                       (4) 

Для обеспечения условия существования кривошипа для рас-
сматриваемого четырехзвенника воспользуемся теоремой Грасгофа: 

4 6( ) ( )ACL p +| AB p |< p + p ;  

4 6( ( ), ( ) , , ) ( ) 0AC ACmin L p | AB p | p p L p  .       (5) 

С помощью второго уравнения в выражении (5) определяется, что 
входное звено AC является наименьшим. При этом длина звена AC 
задается равной среднему значению во всех расчетных положениях: 

( ) (| ( ) |)AC iL p mean AC p .                                                           (6) 

После того, как сформирована целевая функция (2) и заданы 
функциональные ограничения (3)–(5), задача обратного кинематиче-
ского синтеза механизма сводится к классическому поиску значений 
вектора оптимизируемых параметров (1), при которых она достигает 
минимума с приемлемым значением. Приемлемое значение мини-
мума соответствует допустимым отклонениям длин звеньев и коор-
динат неподвижных шарниров, а, следовательно, приемлемой точ-
ности воспроизведения требуемой траектории движения т. M. 

Поиск минимального значения целевой функции может осуществ-
ляться с помощью того или иного оптимизационного алгоритма 
(например, методом деформируемого многогранника [15], генетическо-
го [21] и др.) или с использованием специальных встроенных функций 
в математических пакетах или языках программирования. На сего-

дняшний день развитие численных методов и алгоритмов оптимиза-
ции с использованием современных математических пакетов и языков 
программирования позволяет на качественно новом уровне решать 
задачи кинематического синтеза плоских рычажных механизмов. 

В данной работе численное решение обратной задачи кинема-
тического синтеза будем проводить в математическом пакете PTC 
MathCAD при помощи встроенной функции minimize (f, var) [22]. Дан-
ная функция может осуществлять поиск экстремума целевой функ-
ции методом сопряженных градиентов или квазиньютоновским ме-
тодом с приемлемой точностью и за короткое время. Программная 
реализация поиска минимума целевой функции в математическом 
пакете PTC MathCAD приведена на рисунке 2 и для простоты его 
описания разбита на пять условных блоков. 

 

 
 

Рисунок 2 – Программная реализация минимизации целевой функ-
ции в математическом пакете PTC MathCAD 

 
В первом блоке задана целевая функция и средняя длина замы-

кающего звена, которые были рассчитаны для всех заданных поло-
жений. Во втором блоке для корректной работы алгоритма записано 
начальное приближение для всех величин вектора оптимизируемых 
параметров. В третьем блоке в виде системы неравенств задаются 
области допустимых значений изменения оптимизируемых парамет-
ров (левая часть блока), а также принятые функциональные ограни-
чения (правая часть блока). В четвертом блоке решается сама зада-
ча обратного кинематического синтеза, учитывая все заданные вы-
ше функциональные ограничения, с окончательным выводом 
найденных результатов синтеза. В пятом блоке проверяется выпол-
нение всех заданных функциональных ограничений, а также выво-
дятся значения целевой функции и длины замыкающего звена 
для найденных оптимальных кинематических параметров механизма. 

 
Результаты исследования 
В результате решения задачи обратного кинематического синте-

за были получены значения вектора оптимизируемых параметров и 
среднего значения длины замыкающего звена AC (см. рисунок 2). 
С помощью данных величин проведено уточнение итоговой траекто-
рии т. M путем проведения повторного кинематического анализа, но 
уже в прямом порядке с использованием обобщенной координаты 
(угла поворота φ ведущего звена) [19, 20]: 

( , , , , , , , )T

mcdX Y X Y BD MD DC MCA A B B L L L L p ; ( )mcdAC ACL L p ; 

·X YA A j A  ; ·X YB B j B  ; Re( ) ( , , )ACAC TurnRI e L   ; 

( ) ( )C A AC    ; ( ) ( )BC C B    ; 

( ) (| ( ) |, , )CBD BD DCTcos BC L L    ; 

( ) ( ( ), ( ), )CBD BDBD TurnRI BC L     ; 
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( ) ( )D B BD    ; ( ) ( ) ( )CD D C     ; 

( , , )DCM DC MC MDTcos L L L  ; ( ) ( ( ), , )DCM MCCM TurnRI CD L    ; 

*
( ) ( ) ( )M C CM     . 

На рисунке 3, а представлена визуализация в математическом 
пакете PTC MathCAD кинематической схемы синтезированного ме-
ханизма [23, 24], а на рисунке 3, б – график полученной траектории 
движения т. M*, проходящей через заданные целевые точки. 

 

          
а                                                                                                                    б  

 
а – кинематическая схемы синтезированного механизма; б – траектория движения т. M* 

Рисунок 3 – Визуализация в математическом пакете PTC MathCAD кинематической схемы синтезированного плоского рычажного меха-
низма и траектории движения т. M* 

 
Оценку погрешности отклонения полученной траектории движе-

ния т. M* от заданных целевых точек будем проводить с помощью 
радиус-векторов. За отчетную точку радиус-вектора, т. О, примем 
центр тяжести плоской фигуры (эллипс, см. рисунок 3, б), ограничен-
ной заданными точками, и определяемую с помощью выражения: 

1

1
·

n

i

i

O M
n 

  . 

Сравниваемые радиус-векторы OMi (исходные данные) и OM* 
(расчетные данные) получим по формулам: 

 iiOM M O  ; 
*
( )

*
( )OM M O    .                                            (7) 

Здесь необходимо отметить, что для корректного сравнения меж-
ду собой радиус-векторы (7) должны иметь одинаковый угол наклона 
к действительной оси комплексной плоскости, который можно найти 
из аргумента соответствующего вектора комплексного числа: 

arg( )i iOM  . 

Тогда абсолютную и относительную погрешность отклонения 
полученной траектории движения т. M* в заданных целевых точках 
вычислим как 

*
| | | ( ( )) |i iiOM OM     ; *

| ( ( )) |

i
i

iOM


 

 
. 

Графики рассчитанных абсолютных и относительных погрешно-
стей в каждой целевой точке траектории движения т. M приведены 
на рисунке 4. 

Как видно из полученных результатов расчета, максимальная 
абсолютная погрешность отклонения траектории т. M* в контрольных 
точках не превышает в абсолютных величинах 0,1 мм или 1 % 
в относительных величинах. Это говорит о достаточно высокой точ-
ности рассчитанных величин вектора оптимизируемых параметров, 
а также подтверждает правильность постановки и решения получен-
ной задачи обратного кинематического синтеза. 

 

 
а                                                                                            б 

 

а – график абсолютной погрешности; б – график относительной погрешности 
Рисунок 4 – Графики изменения абсолютной и относительной погрешности в целевых точках траектории движения т. M 
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Заключение 
Предложенный способ обратного кинематического синтеза 

плоского рычажного механизма позволил обеспечить приближен-
ное воспроизведение заданной траектории движения точки меха-
низма с достаточно высокой точностью (расчетная погрешность 
в целевых точках не превысила 1 % в относительных единицах). 
В основе предложенного метода лежит решение обратной задачи 
кинематического синтеза с последующим формированием целевой 
функции в виде среднеквадратичного отклонения длины одного 
замыкающего звена. 

Данный способ показал высокую адаптацию в математическом 
пакете PTC MathCAD, однако точность метода будет всецело зави-
сеть от возможностей используемого оптимизационного алгоритма, 
способного находить глобальный минимум целевой функции с уче-
том наложенных ограничений. 

Результаты работы могут быть использованы на практике 
при проектировании новых или модернизации существующих ры-
чажных механизмов в различных отраслях машиностроения. 
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