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Реферат  
Изгибаемые железобетонные конструкции, широко применяемые в современном строительстве зданий и сооружений, имеют различное 

очертание поперечного сечения от простого прямоугольного до сложного двутаврового (таврового), с отверстиями в их ребрах, многослойного 
и др. Конструктивной особенностью изгибаемых железобетонных элементов со сложным поперечным сечением является сосредоточение 
сжимающих и растягивающих усилий у противоположных граней и уменьшение поперечного сечения вблизи нейтрального слоя, что 
увеличивает плечо внутренней пары сил и уменьшает расход материалов, позволяя проектировать их экономичными.  

Нелинейная деформационная модель для расчета железобетонных конструкций позволяет получать параметры их напряженно-
деформированного состояния на любой стадии деформирования, учитывать физическую нелинейность работы материалов без учета 
продольных сдвиговых деформаций, которые при высокой податливости соединений превращают конструкцию из цельной в составную, 
снижая сопротивление и увеличивая деформативность. 

На основе нелинейной деформационной расчетной модели предложен новый подход к численному моделированию железобетонных 
балок с учетом продольных сдвиговых деформаций, применимый как для научных исследований, так и для практического проектирования, 
включая случаи нелинейного поведения материалов и связей. Выполнено моделирование напряженно-деформированного состояния 
железобетонных балок с учетом продольных  сдвиговых деформаций в нейтральном слое. 
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ACCOUNTING FOR LONGITUDINAL SHEAR DEFORMATIONS IN THE CALCULATION OF DEFLECTIONS AND RESISTANCE OF CONCRETE 
ELEMENTS BASED ON A NON-LINEAR DEFORMATION MODEL 
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Abstract  
Reinforced concrete structures, which are widely used in modern construction of buildings and structures, have a variety of cross-sectional shapes, 

ranging from simple rectangular to complex I-shaped (T-shaped), with holes in their ribs, multilayer, etc. A distinctive feature of flexural reinforced concrete 
elements with complex cross-sections is the concentration of compressive and tensile forces at opposite faces and the reduction of the cross-section near 
the neutral layer, which increases the lever arm of the internal pair of forces and reduces the material consumption, allowing for cost-effective design. 
A nonlinear deformation model for calculating reinforced concrete structures allows you to obtain the parameters of their stress-strain state at any stage 
of deformation, and to take into account the physical nonlinearity of material behavior without considering longitudinal shear deformations, which, when 
the joints are highly compliant, transform the structure from a solid to a composite one, reducing resistance and increasing deformability. Based 
on a nonlinear deformation calculation model, a new approach to numerical modeling of reinforced concrete beams taking into account longitudinal shear 
deformations is proposed, which is applicable for both scientific research and practical design, including cases of nonlinear behavior of materials 
and connections. The stress-strain state of reinforced concrete beams is modeled taking into account longitudinal shear deformations in the neutral layer. 
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Введение 
При расчете изгибаемых железобетонных элементов в норма-

тивных документах разных стран [1–7] рассматривают отдельно 
продольные нормальные напряжения от изгибающего момента (по-
перечный изгиб) и касательные напряжения   от поперечной силы 
(поперечный сдвиг). Однако из закона парности касательных напря-
жений следует, что при поперечном изгибе в продольных сечениях 
балки (параллельных нейтральному слою) возникают такие же 
по величине касательные напряжения сдвига. Это и есть продоль-
ный сдвиг. Именно эти напряжения стремятся сдвинуть слои бетона 
друг относительно друга. Если связи между слоями не рассчитаны 
на это сдвигающее усилие, изгибаемый элемент перестает воспри-
нимать силовое воздействие как единое целое и превращается 
в составную конструкцию, у которой резко возрастает деформатив-
ность и снижается ее прочность.  

Применительно к изгибаемым железобетонным элементам про-
верка прочности при продольном сдвиге может быть актуальна 
при сосредоточении сдвигающего усилия у противоположных граней 
элемента и уменьшении его поперечного сечения вблизи нейтраль-
ной плоскости (балки двутаврового (таврового) с тонкой стенкой, 
многопустотные панели и др.).  

Классическая формула для касательных напряжений τ при изги-
бе (Д. И. Журавский, 1855 г.) является базовой для оценки продоль-
ного сдвига в упругой постановке 

                                V S

I b






,                                                                (1) 

где V – поперечное усилие; S – статический момент отсеченной ча-
сти поперечного сечения; J – момент инерции всего сечения, b(y) – 
ширина поперечного сечения на уровне y рассматриваемого про-
дольного сечения, которое воспринимает сдвигающее усилие Tsh . 
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sh
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где Ssh – статический момент относительно нейтральной оси «сдви-
гаемой» части сечения. 

При этом продольное сечение элемента, воспринимающее сдви-
гающее усилие Tsh, деформируется с модулем сдвига Gс (для бето-
на: без трещин – Gс = 0,4Ес, [1] (Ес – начальный модуль упругости 
бетона); с трещинами – Gс = 0,4Есφсr, (φсr = 0,5 – коэффициент, учи-
тывающий влияние трещин на деформации сдвига). Классическая 
теория изгиба (гипотеза Бернулли) не учитывает влияние продоль-
ного сдвига между слоями элемента в поперечном сечении на де-
формативность и сопротивление элемента. 
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Наиболее строгая теория, учитывающая податливость связей 
сдвига, разработана А. Р. Ржаницыным [8] В отличие от формулы 
Журавского, которая предполагает монолитность и бесконечную 
жесткость взаимодействия слоев элемента, теория Ржаницына вво-
дит коэффициент жесткости связей. Распределение относительных 
деформаций между слоями становится нелинейным (не подчиняется 
гипотезе плоских сечений Бернулли) и зависит от податливости шва 
рассматриваемого продольного сечения.  

Учет продольного сдвига при нелинейной работе материа-
лов (физическая нелинейность) сложнее линейного подхода. Форму-
ла Журавского и метод Ржаницына перестают быть справедливыми, 
как только в бетоне и арматуре появляются пластические деформа-
ции. В нелинейной постановке нарушается линейная зависимость 
между изгибающим моментом и продольным сдвигающим усилием, 
как функцией сложного напряженно-деформированного состояния 
в каждый момент нагружения. 

После появления трещин нормального отрыва в растянутой зоне 
бетон выключается из работы. Нейтральная ось смещается, плечо 
внутренней пары сил изменяется, эпюра касательных напряжений 
перестает быть параболической. Сдвиг начинает концентрироваться 
в зоне над трещиной, что резко увеличивает градиент касательных 
напряжений τ. В нелинейной постановке постулат о парности и не-
прерывности деформаций сдвига заменяется условием совместно-
сти деформаций с учетом поврежденности. 

Увеличение производительности компьютерной техники дало 
возможность практического применения нелинейной деформацион-
ной расчетной модели (НДМ) на основе нелинейных диаграмм де-
формирования материалов, гипотезы плоских сечений для распре-
деления относительных деформаций по высоте сечения в плоскости 
изгиба не только для определения параметров напряженно-
деформированного состояния (НДС) в поперечных сечениях желе-
зобетонных элементов на любой стадии их деформирования, но и 
возможность учета продольных сдвиговых деформаций [9–20].  

Целью настоящего исследования является разработка методики 
и практическое применение НДМ расчета прогибов и прочности из-
гибаемых железобетонных элементов с учетом продольных сдвиго-
вых деформаций в нейтральном слое. 

 
Учет продольных сдвиговых деформаций в НДМ для желе-

зобетонных элементов 
На первом этапе расчет параметров НДС железобетонного эле-

мента выполняется без учета продольных сдвиговых деформаций. 
Согласно НДМ, поперечное сечение изгибаемого железобетонного 
элемента рассматривается как совокупность элементарных площа-
док, в пределах которых нормальные напряжения (связанные с от-
носительными деформациями диаграммами деформирования мате-
риалов) считаются равномерно распределенными. Распределение 
относительных деформаций по поперечному сечению железобетон-
ного элемента подчиняется гипотезе плоских сечений для усреднен-
ных относительных деформаций. Аппроксимации диаграмм дефор-
мирования бетона и арматуры в настоящем исследовании приняты 
в соответствии с [1].  

Система уравнений равновесия и совместности деформаций 
НДМ на первом этапе расчета при воздействии изгибающего момен-
та МI имеет вид: 
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где с(y)I, с(y)I  и sI, sI   нормальные напряжения, относительные 
деформации на первом этапе расчета в элементарной площадке 
бетона с координатами yс и арматуры; (1/r) – кривизна продольной 
оси поперечного сечения железобетонного элемента;  Ac,  As – пло-
щадь элементарной площадки бетона, арматуры поперечного сече-
ния; y0 – расстояние от выбранной оси до центра тяжести поперечно-
го сечения железобетонного элемента без учета сдвига по контакт-
ному шву: 

0

( ) ( )

( ) ( )

c c c c c s s

c c c c s s

E y A y y E A y
y

E y A y E A

      


    

 
 

, 

Ec и Es – секущие модули деформаций бетона и арматуры. 
Результатом итерационного решения системы уравнений (2) явля-

ется распределение относительных деформаций в элементарных пло-
щадках поперечного сечения железобетонного элемента при отсутствии 
продольных сдвиговых деформаций в нейтральном слое (рисунок 1). 
Вычисленные на первом этапе расчета параметры НДС изгибаемого 
железобетонного элемента будут являться начальными на втором этапе 
расчета   при учете продольных сдвиговых деформаций в нейтральном 
слое изгибаемого железобетонного элемента. 

 

 
 

Рисунок 1 – Расчетная схема поперечного сечения железобетонного 
элемента c учетом продольных сдвиговых деформаций 

 
Относительная деформация сдвига εsh, зависящая от величины 

сдвигающего усилия Tsh в расчетном сечении, определяется исходя 
из линейных сдвиговых деформаций Δsh, распределенных по длине 
нейтрального слоя lsh, 

.sh
sh

shl


                                                        (4) 

 Сдвигающее усилие Tsh в расчетном поперечном сечении вы-
числяется суммированием нормальных напряжений в одной из его 
части (по одну сторону от нейтрального слоя) [20] 

, , ,( ( )) ( )sh c s c s c sT y A y                           (5) 

и, в свою очередь, зависит от величины εsh (рисунок 1).  
Сдвиговые линейные деформации Δsh для контактного шва 

определяются жесткостью связей, обеспечивающих их совместную 
работу частей поперечного сечения.  

,sh sh shТ K                                                       (6) 

где Ksh – коэффициент жесткости связей при сдвиге (определяется 
экспериментально или вычисляется теоретически), Н/мм. 

              sh cK G b  ,                                                       (7) 

b – ширина поперечного сечения железобетонного элемента 
на уровне нейтрального слоя, мм. 

В случае линейной зависимости деформаций сдвига Δsh от сдви-
гающего усилия Tsh коэффициент жесткости связей Ksh = const; 
при нелинейной зависимости – применяется секущий коэффициент 
жесткости связей Ksh = f (Δsh). 

Вынужденные относительные деформации сдвига εsh 
в нейтральном слое, которые являются дополнительными к относи-
тельным деформациям элементарных площадок поперечного сече-
ния железобетонного элемента, вычисленным на первом этапе рас-
чета, распределяются пропорционально расстоянию от нейтрально-
го слоя до центра тяжести части поперечного сечения, условно от-
деленного нейтральным слоем в соответствии с кривизной (1/rsh) 
(рисунок 1). С учетом условия совместности относительных дефор-
маций сдвига в нейтральном слое (равенство кривизн частей попе-
речного сечения) [33, 35] дополнительные сдвиговые относительные 
деформации на уровне нейтрального слоя y0 в в сжатой части εsh,с 
и растянутой части εsh,s поперечного сечения вычисляются следую-
щим образом: 
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      (8) 

Система уравнений равновесия и совместности деформаций 
НДМ на втором этапе расчета (с учетом сдвиговых относительных 
деформаций εsh в нейтральном слое) имеет вид: 
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где c(yc)II, c(yc)II  и sII, sII   нормальные напряжения, относитель-
ные деформации на втором этапе   расчета в элементарной пло-
щадке бетона и арматуры;  y0,c  и y0,s  – расстояние от выбранной оси 
до центра тяжести верхней и нижней частей поперечного сечения, 
разделенного нейтральным слоем; (1/rsh) – кривизна продольной оси 
железобетонного элемента от сдвига в рассматриваемом попереч-
ном сечении в плоскости действия изгибающего момента МII. 

Решение системы уравнений (9) выполняется до равновесного 
состояния по изгибающему моменту МII. Дополнительные сдвиговые 
относительные деформации на уровне нейтрального слоя в сжатой  
εsh,с  и растянутой εsh,s части поперечного сечения железобетонного 
элемента  изменяют его НДС с уменьшением, изгибающего момента 
МII и соответственно сдвигающего усилия Tsh (формула 5) и относи-
тельных деформаций сдвига εsh в нейтральном слое. Уменьшение 
относительных деформаций сдвига εsh на следующей итерации рас-
чета повлечет за собой увеличение изгибающего момента МII. 

В результате итерационного вычисления устанавливается равно-
весное НДС по изгибающему моменту МII на смежных итерациях 
с заданной точностью. Из-за влияния сдвиговых деформаций 
в нейтральном слое значение МII, вычисленное на втором этапе 
расчета меньше исходного МI (первый этап расчета). Для вычисле-
ния предельного по прочности изгибающего момента Мu последова-
тельно увеличивают МII и производя описанные выше итерационные 
вычисления находят максимальное значение МII, при котором итера-
ционный процесс сходится. 

 
Практическая реализация учета продольных сдвиговых 

деформаций 
Рассмотрим моделирование учета продольных сдвиговых де-

формаций на конкретных примерах изгибаемых железобетонных 
элементов.  

Пример 1. Железобетонная подкрановая балка марки БК-БС 
для мостового крана грузоподъемностью 20 т среднего режима ра-
боты номинальной длиной 6 м (leff = 5,8 м) таврового поперечного 
сечения (h = 1000 мм; bw = 300 мм; bf' = 570 мм; hf' = 120 мм) (серия 
КЭ-01-13). Балка выполнена из бетона марки М200 (fcd = 9 МПа; 
fctd = 0,72 МПа; Ес = 20·103 МПа), армирована горячекатаной армату-
рой Ст5 (fyd = 240 МПа; Es = 2,1·105 МПа). Расчетное значение пре-
дельного изгибающего момента 940 кН·м.  

Результаты расчета прочности подкрановой балки без учета 
продольных сдвиговых деформаций по предлагаемой методики 
(первый этап) представлена на рисунке 2. Предельный изгибающий 
момент (расчетное значение) равен Мu,d = 1006,4 кН·м. Кривизна балки 
в предельной стадии по прочности составляет1/r = 6,2551·10-3 м-1, что 
при равномерно распределенной нагрузке соответствует прогибу 

2 3 2

max

5 5
(1/ ) (6,2551 10 ) 5,8 0,022 22

48 48
effa r l м      мм. 

Принимаем линейную зависимость продольных деформаций 
сдвига от сдвигающего усилия в нейтральном слое. Тогда  

3 60,4 20 10 0,5 300 1,2 10,4 0sh c сw c rK G b E             Н/мм. 

5
5

6

( ) 9,7425 10 13,5 10 .
( ) (1,2 10 6000)

sh sh sh sh
sh

sh sh sh sh

T K T
l l K l

       
  

 

 

 
 

Рисунок 2 – Результаты расчета подкрановой балки  по прочности (первый этап) Mu,d,I = 1006,4 кН·м: распределение относительных дефор-
маций и нормальных напряжений по высоте поперечного сечения;  диаграммы деформирования наиболее нагруженных элементарных пло-

щадок бетона и арматуры с указанием положения (красной точкой) 
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Дополнительная эпюра распределения продольных сдвиговых де-
формаций по высоте поперечного сечения представлена на рисунке 3.  

Предельный изгибающий момент (расчетное значение) равен 
Мu,d,II = 999,99 кН·м, что меньше соответствующего изгибающего 
момента без учета сдвига (Мu,d,I = 1006,4) кН·м Кривизна балки 
в предельной стадии по прочности составляет1/r = 6,5784·10-3 м-1, 
что при равномерно распределенной нагрузке соответствует прогибу 

2 3 2

max

5 5
(1/ ) (6,5884 10 ) 5,8 0,023 23

48 48
effa r l м      мм. 

При этом кривизна от продольных деформаций сдвига 
в нейтральном слое равна 1/r=0,0926·10-3 м-1, что соответствует 
дополнительному прогибу 

2 3 25 5
(1/ ) (0,0926 10 ) 5,8 0,0032 0,32

48 48
sh effa r l м      мм. 

Вычисление параметров напряженно-деформированного со-
стояния железобетонной балки в предельном состоянии по проч-
ности c учетом деформаций сдвига в контактном шве (рисунок 4) 
показывает, что разрушение балки начинается с растянутой зоны 
бетона балки с последующим переходом нормальных напряжений 
бетона на нисходящую ветвь своей диаграммы деформирования. 
В предельной стадии в  растянутом бетоне балки появляются 
трещины нормального отрыва, пересекающие арматуру растянутой 
зоны, которая достигла относительных деформаций, соответствующих 
ее пределу текучести. 

 

 
 

Рисунок 3 – Распределение продольных сдвиговых деформаций по высоте поперечного сечения в нейтральном слое подкрановой балки 
 

 
 

Рисунок 4 – Результаты расчета сопротивления подкрановой балки  (второй этап) Mu,d,II = 999,99 кН·м: распределение относительных де-
формаций и нормальных напряжений по высоте поперечного сечения;  диаграммы деформирования наиболее нагруженных элементарных 

площадок бетона и арматуры с указанием положения (красной точкой) 
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Пример 2. Предварительно напряженная железобетонная балка 
покрытия 2БО12-5Ат-V номинальной длиной 12 м (leff = 11,7 м) двутав-
рового поперечного сечения с параллельными поясами (h = 900 мм; 
bw = 80 мм; bf = bf' = 280 мм; hf = 150 мм, hf' = 120 мм) (серия 1.462-1 
вып.1). Балка выполнена из бетона марки М500 (fck = 25 МПа; 
fctk = 1,95 МПа; Ес = 28,5·103 МПа), армирована в растянутой зон го-
рячекатаной арматурой 5ø22 АтV (fyk = 980 МПа; предварительное 
напряжение с учетом первых потерь σp = 720  МПа; Es = 1,9·105 МПа)  
и 6ø12 AIII (fyk = 390 МПа; Es = 2·105 МПа). Контрольный прогиб 
в середине пролета при испытании балки в возрасте 28 суток равен 
52 мм при изгибающем моменте Мk = 990 кН·м.  

Железобетонная балка в направлении ее пролета при действу-
ющем усилии имеет трещины нормального отрыва, но на уровне 
арматуры растянутой зоны относительные деформации  растянутого 
бетона εсt = 1,949·10-4 не превышают предельных εсt,u = 3,5·10-4 (тре-
щина нормального отрыва не пересекает рабочую арматуру и 
не выходит на ребро двутавра, в котором концентрируются дефор-
мации сдвига (φсr = 1,0). Сдвигающее усилие в нейтральном слое 
в месте расчетного поперечного сечения при действии изгибающего 
момента воздействий Mk = 990,38 кН·м составляет Tsh = 1270,3 кН 
при сдвиговых деформациях согласно (7) 

3 60,4 28,5 10 1,0 80 04 ,912 100,sh сrc w cK G b E            Н/мм, 

6 61,2703 10 / 0,912 10 1,4sh
sh

sh

Т
K

      мм. 

Результаты расчета (рисунок 5) показывают, что суммарная кри-
визна железобетонной балки составляет (1/r) = 2,0663·10-3 м-1, 
в случае равномерно распределенной нагрузке соответствует про-
гибу в середине пролета аmax = 29,5 мм, что меньше контрольного 
значения 52 мм. При этом кривизна от продольных деформаций 
сдвига в нейтральном слое равна 1/r = 0,032589·10-3 м-1, что соот-
ветствует дополнительному прогибу 0,5 мм. 

 

 
 

Рисунок 5 – Результаты расчета железобетонной балки с учетом 
сдвига в нейтральном слое при  Mk,II = 990,38 кН·м: распределение 
относительных деформаций и нормальных напряжений по высоте 
поперечного сечения; диаграммы деформирования с указанием 
положения (красной точкой)  наиболее сжатого волокна бетона и 

нижней арматуры 
 
Для сопоставления и выявления участия продольных сдвиговых 

деформаций в увеличении прогиба железобетонной балки произве-
ден расчет без учета сдвиговых деформаций в нейтральном слое 
(абсолютно жесткое соединение) (рисунок 6). Прогиб балки 
при изгибающем моменте Mk,I = 990,12 кН·м (1/r = 2,0268·10-3 м-1) 
равен 28,9 мм, что меньше расчетного значения с учетом продоль-
ных сдвиговых деформаций  в нейтральном слое (29,5 мм).  

Наличие продольных деформаций сдвига в изгибаемых элемен-
тах увеличивает изгибные деформации каждой составляющей попе-
речного сечения по обе стороны от нейтрального слоя. Проявление 
названной особенности работы изгибаемых элементов усиливается 
с увеличением сдвиговых деформаций. Предпосылки нелинейной 
деформационной расчетной модели в соответствии с предлагаемой 
методикой расчета позволяют, не теряя физический смысл, учесть 

особенности работы изгибаемых элементов при наличии продоль-
ных сдвиговых деформаций. Рассмотренные примеры расчета изги-
баемых железобетонных элементов таврового и двутаврового попе-
речного сечения показывает применимость НДМ для их расчета 
с учетом деформаций продольного сдвига. Влияние продольных 
сдвиговых деформаций на прочность и жесткость изгибаемых желе-
зобетонных элементов возрастет при увеличении податливости 
слоя, разделяющего сжатую и растянутую зону (например, в трех-
слойных плитах с железобетонными крайними слоями и средним 
слоем изолирующем слое; наличии сквозных отверстий, трещин 
в тонкостенных ребрах балок и т. д.) 

 

 
 

Рисунок 6 – Результаты расчета железобетонной балки с учетом 
сдвига в нейтральном слое при Mk,I = 990,12 кН·м: распределение 
относительных деформаций и нормальных напряжений по высоте 
поперечного сечения; диаграммы деформирования с указанием 
положения (красной точкой) наиболее сжатого волокна бетона и 

нижней арматуры 
 
Заключение 
Предложена методика и продемонстрировано практическое 

применение нелинейной деформационной расчетной моделью 
для вычисления параметров напряженно-деформированного состо-
яния изгибаемых железобетонных элементов с учетом нелинейности 
деформирования материалов и продольных сдвиговых деформаций 
в нейтральном слое.  

Новый подход к численному моделированию изгибаемых желе-
зобетонных элементов с податливым нейтральным слоем может 
быть применен как для научных исследований, так и для практиче-
ского проектирования других видов изгибаемых конструкций с нели-
нейным поведением материалов и связей. 
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