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Реферат  
Численные методы анализа, применяемые для имитационного моделирования конструкций, становятся ключевым инструментом 

проектирования и оценки строительных объектов, особенно при разработке новых и сложных инженерных конструктивных систем. Однако 
достоверность и точность результатов численных методов анализа напрямую определяет уровень надёжности строительных сооружений. 
В статье представлена комплексная методология тестирования достоверности и точности имитационных моделей при применении процедур 
верификации и валидации. Уточнены и систематизированы основные термины и их определения, относящихся к выполнению процедур 
верификации и валидации применительно к задачам теории сооружений. Рассмотрены основные этапы разработки численной оценки – 
от концептуальной и математической формулировок до построения численной модели. Детально описаны процессы верификации, 
направленные на подтверждение корректности численной реализации математической модели и оценку точности получаемых решений, 
и валидации, обеспечивающей подтверждение адекватности модели реальным физическим процессам и её прогностической способности. 
Особое внимание уделено количественной оценке неопределённостей моделирования, а также определению минимально необходимого 
количества экспериментальных данных для эффективной валидации. На основе статистического анализа метрики точности показано, что 
для новых типов конструкций требуется не менее четырёх независимых результатов валидации, при этом оптимальный эффект достигается 
в диапазоне от четырёх до шести экспериментов. Полученные результаты формируют концептуальную основу и практическое руководство 
для исследователей и инженеров, использующих численное моделирование при проектировании строительных конструкций. 
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Abstract  
Numerical modeling is becoming a key tool in the design and assessment of building structures, especially for innovative and complex engineering 

solutions. However, the credibility of simulation results directly affects the safety and reliability of structures. This paper presents a comprehensive 
methodology for ensuring the credibility of computational models through the processes of verification and validation. The fundamental terms 
and definitions related to V&V are refined and systematized in the context of structural mechanics. The stages of model development – from conceptual 
and mathematical formulations to the creation of a computational implementation – are described in detail. The study focuses on verification processes 
aimed at confirming the correctness of numerical implementation and evaluating solution accuracy, as well as validation procedures intended to confirm 
the adequacy of the model to physical reality and assess its predictive capability. Special attention is given to the quantitative assessment of modeling 
and experimental uncertainties and to determining the minimum number of experimental data points required for effective validation. Based on statistical 
analysis of the accuracy metric, it is shown that at least four validation results are required for new structural systems, with optimal reliability achieved 
within the range of four to six experiments. The findings form a conceptual and methodological foundation as well as a practical guideline 
for researchers and engineers applying numerical modeling in the design of building structures. 
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Введение 
Современное проектирование строительных конструкций все 

в большей степени опирается на результаты, полученные с помо-
щью численных методов анализа, применяемых для имитационного 
моделирования конструкций или конструктивных систем [1, 2]. Слож-
ные и новые конструктивные элементы – тонкостенные, гофриро-
ванные, перфорированные балки, пространственные узлы – требуют 
применения современных численных методов анализа, позволяю-
щих прогнозировать их поведение и несущую способность на основе 
имитационного моделирования. [3, 4]. Несмотря на это, достовер-
ность и точность таких моделей и их результатов, полученных чис-
ленными методами зачастую не подвергается достаточной критиче-
ской оценке со стороны проектировщиков, экспертов и заказчиков, 
базируясь во многом на вере в возможности программного обеспе-
чения и квалификацию инженера [5]. 

Доверие к «разноцветным» визуализациям результатов анали-
за методом конечных элементов (МКЭ) не может заменять собой 
строгих процедур установления точности и адекватности модели. 

Численные методы, применяемые для имитационного моделиро-
вания, в отличие от аналитических методов, по своей природе 
являются приближениями к реальности, ограниченными доступ-
ными знаниями и данными, принятыми приближениями и решени-
ями с помощью вычислительных алгоритмов. Примерами таких 
приближений являются моделирование материала как однородно-
го континуума, использование билинейных диаграмм деформиро-
вания материала, идеализация граничных условий и т. д. [6]. При-
менение этих допущений может быть приемлемым, однако инже-
нер обязан гарантировать, что выбранные приближения адекватны 
для конкретной задачи и целей моделирования (предполагаемого 
использования модели). 

Ключевыми процессами, позволяющими установить и проде-
монстрировать достоверность численной модели, являются вери-
фикация и валидация [7, 8]. С 2017 года в Российской Федерации 
действует серия национальных стандартов ГОСТ Р 57700, посвя-
щённых компьютерному моделированию, которые устанавливают 
определения и базовые принципы верификации и валидации [9].  
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Согласно ГОСТ Р 57700.21-2020, «верификация модели – это провер-
ка корректности компьютерного моделирования, подтверждающая 
соответствие компьютерной реализации её исходной математи-
ческой модели. Валидация модели – это проверка адекватности 
компьютерной модели моделируемому объекту» [9]. 

Таким образом, верификация отвечает на вопрос: «Правильно 
ли решены уравнения?», а валидация – «Те ли самые уравнения 
решены?» [10]. 

Международные и отечественные стандарты (ASME V&V 10, 
ISO 23555, ГОСТ Р 57700) определяют эти процедуры как обяза-
тельные элементы жизненного цикла численных моделей, однако 
в строительной отрасли их применение всё ещё носит крайне огра-
ниченный характер. Целью данного исследования является разра-
ботка комплексной методики верификации и валидации компьютер-
ных численных моделей, применяемых для оценки несущей способ-
ности строительных конструкций, устраняющая терминологические 
противоречия и предоставляющая количественные рекомендации 
по объёму выборки экспериментальных данных для валидации. 
Задачи работы включают: систематизацию и адаптацию терминологии 
валидации и верификации применительно к задачам теории сооруже-
ний; формирование чёткой последовательности этапов разработки 
и проверки численной модели; разработку практических рекомендаций 
по проведению верификации и валидации, включая оценку неопреде-
лённостей и определение необходимого объёма выборки эксперимен-
тальных данных; анализ влияния количества валидационных экспери-
ментов на значения коэффициента надёжности. 

В данной статье обобщены результаты системных исследований 
в данном направлении, которые представлены в работах [11–16]. 

  
Обзор литературы 
Проблематике верификации и валидации численных моделей 

посвящено значительное количество работ как зарубежных, так 

и отечественных авторов. Основополагающие принципы и руковод-
ства были сформулированы в документах AIAA G-077-1998 [17] 
и ASME V&V 10-2006 [18], которые легли в основу многих последую-
щих исследований. 

В области строительных конструкций вопросы верификации 
и валидации активно исследуются применительно к физически 
и геометрически нелинейному анализу и работе стальных элементов 
при сложных напряженных состояниях. Так, в работах [3, 4, 14] рас-
сматривается верификация и валидация моделей тонкостенных 
балок при совместном действии сдвига и локальной нагрузки. В ис-
следовании [13] представлен статистический анализ погрешностей 
численных моделей несущей способности стальных элементов, что 
является важным шагом на пути к количественной оценке точности. 
В работе [8] подробно анализируются процедуры верификации 
и валидации численных моделей, а в [14, 15] предлагаются подходы 
к оценке расчётного значения несущей способности на основе чис-
ленных моделей с учётом неопределённостей. Вопросы подтвер-
ждения качества программного обеспечения и тестирования числен-
ных алгоритмов рассматриваются в [12, 20, 21]. 

Несмотря на наличие существенного задела, отмечается недо-
статок комплексных методик, адаптированных для задач проектиро-
вания строительных конструкций, которые бы объединяли термино-
логию, этапы моделирования и рекомендации по учёту неопреде-
лённостей в расчётах надёжности. Представленное исследование 
направлено на восполнение этого пробела. 

 
Материалы и методы 
Терминологическая основа. В основе методики лежит система 

терминов (Таблица 1), адаптированная из ГОСТ Р 57188-2016 [22], 
ГОСТ Р 57700.21-2020 [9] и международных руководств [17, 18]. 

 
Таблица 1 – Ключевые термины и определения 

Термин Определение 

Верификация 
Процесс подтверждения того, что компьютерная численная модель представляет лежащую в 
основе математическую модель и её решение с установленной точностью 

Верификация программного обеспечения 
Процесс исключения ошибок и минимизации погрешностей в алгоритме численного решения и 
его компьютерном коде при любых обстоятельствах, при которых будет применяться про-
граммное обеспечение 

Верификация компьютерной численной 
модели 

Процесс исключения ошибок и оценки погрешности, связанной с особенностями дискретиза-
ции и численного решения для рассматриваемой модели 

Валидация 
Процесс подтверждения того, что компьютерная численная модель в заявленной области 
применения позволяет с определённой точностью моделировать реальные процессы (обла-
дает прогностической способностью) 

Концептуальная модель 
Совокупность допущений и описаний физических явлений, представляющих поведение объ-
екта моделирования 

Математическая модель 
Математические уравнения (управляющие, определяющие), граничные и начальные условия, 
описывающие концептуальную модель 

Компьютерная численная модель 
Численная реализация математической модели в форме дискретизации, алгоритмов решения 
и критериев сходимости 

Ошибка 
Признанный недостаток, не связанный с недостатком знаний или упрощениями (например, 
опечатка в значении свойства материала). Цель верификации и валидации – исключение 

Погрешность 
Признанный недостаток, связанный с преднамеренными упрощениями (например, размер 
сетки КЭ, билинейная диаграмма). Цель верификации и валидации – оценка и уменьшение 

Неопределённость 
Потенциальный недостаток, связанный с недостатком знаний или изменчивостью (например, 
разброс предела текучести). Цель верификации и валидации – оценка и учёт 

 
Этапы разработки и проверки имитационной компью-

терной модели. Процесс компьютерного моделирования разбит 
на последовательные этапы [16]: 

1. Формулировка концептуальной модели: определение объек-
та моделирования, предполагаемого использования, интересующих 
характеристик поведения (несущая способность, жёсткость, форма 
потери устойчивости). Идентификация и ранжирование физических 
явлений, влияющих на эти характеристики. Формирование допуще-
ний и идеализаций. 

2. Переход к математической модели или выбор и параметри-
зация готовой математической модели (как правило перевод концеп-
туальной модели в систему уравнений уже выполнен разработчика-

ми программного обеспечения): граничных и начальных условий, 
определяющих соотношений для материалов. 

3. Создание компьютерной численной модели: выбор типа 
и плотности пространственной дискретизации (сетки КЭ), временных 
шагов, алгоритмов решения, критериев сходимости. Задание физи-
ческих параметров, параметров дискретизации и параметров чис-
ленного решения. 

4. Верификация модели: 
o верификация программного обеспечения – проверка разра-

ботчиком программного обеспечения корректности реализации чис-
ленных алгоритмов на основе тестовых задач с известными анали-
тическими или высокоточными численными решениями; 
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o верификация численной модели – оценка погрешностей, 
связанных с дискретизацией (размер сетки, тип КЭ) и настройками 
решателя для конкретной модели. Основной метод – анализ сходи-
мости на серии расчётов с последовательным измельчением сетки. 
Определяется наблюдаемый порядок сходимости и конвергентное 
(асимптотическое) значение интересующей характеристики. 

5. Валидация модели: сравнение результатов верифицирован-
ной численной модели с эталонными данными. Этапы валидации: 

o качественное сравнение – сопоставление общего поведе-
ния и форм разрушения/деформирования модели и эксперимен-
тального образца для исключения грубых ошибок концептуальной 
модели; 

o количественное сравнение – выбор метрики точности 
(например, θ = Fмодель / Fэксперимент) и оценка ее статистических харак-
теристик (математическое ожидание µθ, коэффициент вариации Vθ); 

o анализ неопределённостей – оценка неопределённостей 
как экспериментальных данных, так и моделирования (погрешности 
дискретизации, изменчивость свойств материалов). 

6. Обеспечение надёжности: полученные статистические ха-
рактеристики метрики точности используются совместно с неопре-
делённостью базисных переменных для определения расчётного 
значения несущей способности с требуемым уровнем надёжности 
[13, 14]. 

7. Документирование: обязательный этап, включающий описа-
ние всех моделей, допущений, параметров, процедур верификации 
и валидации, результатов и установленных ограничений на приме-
нение модели. 

Методы оценки численной погрешности при верификации. 
Для верификации численной модели применяются апостериорные 
методы оценки погрешности: 

 экстраполяция Ричардсона: Метод, позволяющий оценить 
конвергентное значение и погрешность решения на основе расчётов 
на нескольких сетках с разной плотностью. Критически важно, чтобы 
решения находились в режиме асимптотической сходимости; 

 индекс сходимости сетки (GCI): Развитие метода Ричардсо-
на, включающее эмпирический коэффициент безопасности для бо-
лее надёжной оценки границы погрешности [18, 23]. 

Методы валидации и анализа неопределённостей. Для ва-
лидации используются: 

 метрики точности: точечные (сравнение в конкретной точке, 
например, максимальной нагрузки) и интегральные (сравнение кри-
вых «нагрузка-перемещение»); 

 статистический анализ – оценка среднего значения и коэф-
фициента вариации метрики точности по выборке результатов срав-
нения с экспериментами; 

 байесовское обновление – метод уточнения статистических 
характеристик метрики точности (µθ, Vθ) по мере поступления новых 
экспериментальных данных, позволяющий учесть априорную ин-
формацию [14, 24]. 

 
Результаты исследования 
1. Рекомендации по объёму экспериментальных данных 

для валидации. Для определения минимально необходимого 
и оптимального количества экспериментальных результатов, приме-
няемых при выполнении процедуры валидации, был проведён па-
раметрический анализ зависимости коэффициента надёжности γR 
от числа n (количества экспериментов при валидации) при различ-
ных коэффициентах вариации Vθ метрики точности [11]. Анализ вы-
полняли для двух сценариев: при неизвестном и априорно извест-
ном стандартном отклонении, с использованием байесовского об-
новления статистических характеристик [14]. Исследование выпол-
няли при репрезентативных для стальных конструкций коэффициен-
тах вариации метрики точности Vθ (5–11 %) и неопределённости 
базисных переменных ~7 % [13, 14, 15, 25, 26]. 

Результаты исследования [11] показывают, что для новых типов 
конструкций необходимо не менее четырех результатов валидации 
(рисунок 1). Наибольший эффект от увеличения количества экспе-
риментов, выражающийся в значимом снижении требуемого коэф-
фициента надёжности, наблюдается в диапазоне от четырех до 
шести результатов. При числе валидационных испытаний n ≥ 4 дис-
персия метрики θ снижается на 25 %, при n ≥ 6 – на 35 %. Увеличе-
ние числа экспериментов свыше 10 даёт лишь незначительное 
улучшение достоверности, но резко повышает затраты. 
При n < 4 статистическая неопределённость оценок Vθ становится 
неприемлемо высокой, что вынуждает применять консервативные 
(завышенные) коэффициенты надёжности, а прогностическая спо-
собность модели приобретает в значительной степени интуитивный, 
а не математически обоснованный характер. 

 

 
Рисунок 1 – Зависимость коэффициента надёжности от количества экспериментальных результатов при различных коэффициентах вариа-

ции метрики точности (Vθ) [11] 
 

Верхняя граница коэффициента надежности (синяя штриховая 
линия) соответствует наиболее консервативному значению коэффи-
циент вариации меры точности (принят равным 12 %), при этом 
уточнение статистических характеристик выполнено байесовским 
методом в предположении известного стандартного отклонения. 

Нижняя граница (красная штриховая линия) получена при мини-
мальном коэффициенте вариации 5 % и также с использованием 
байесовского подхода.  

2. Классификация и учёт неопределенностей, погрешно-
стей, ошибок. Процессы верификации и валидации численных  
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моделей требуют системного подхода к выявлению, классификации 
и количественному учёту неопределённостей, погрешностей, оши-
бок. В инженерной практике данные факторы оказывают существен-
но влияют на результаты моделирования и принимаемые проектные 
решения, поэтому корректная их классификация является ключевым 
элементом обеспечения достоверности расчётных результатов. 
В настоящей работе предлагается структурированная классифика-
ция неопределённостей, обеспечивающая их различение по природе 
возникновения и определяющая методологию последующего коли-
чественного учёта. 

Неопределённость (англ. uncertainty) представляет собой по-
тенциальный недостаток имитационной модели или данных, обу-
словленный либо естественной вариабельностью параметров, либо 
недостатком знаний. В отличие от ошибок и погрешностей, неопре-
делённость не является следствием некорректного моделирования, 
а отражает объективные и познавательные ограничения. Примеры 
неопределённостей включают разброс механических свойств, вари-
абельность геометрических параметров, неполноту данных о реаль-
ном нагружении и т. д. Основные задачи верификации и валидации 
заключаются в выявлении неопределённостей, количественной 
оценке их влияния на результаты моделирования и правильном 
выборе методов обеспечения надёжности. Дополнительно прово-
дится разделение на неустранимую (случайную) и устранимую (эпи-
стемическую) неопределённость. 

Неустранимая или случайная неопределённость (англ. aleatory 
uncertainty) обусловлена естественной вариабельностью физических 
свойств и параметров системы. Она отражает объективную случай-
ность процессов и не может быть уменьшена за счёт дополнитель-
ных исследований. К типичным источникам случайной неопределён-
ности относятся разброс механических характеристик материалов 
(например, предела текучести), геометрические несовершенства 
элементов, а также вариации нагрузок и внешних условий. Основная 
задача верификации и валидации в данном случае состоит в кор-
ректной идентификации статистических характеристик неопределён-
ности и включении их влияния в расчёт несущей способности. 

Устранимая или эпистемическая неопределённость (англ. 
epistemic uncertainty) связана с недостаточностью знаний о системе 
и отражает ограниченность доступной информации о механизмах 
работы конструкции, параметрах материалов или точных условиях 
применения модели. В отличие от случайной неопределённости, 
эпистемическая неопределённость может быть уменьшена за счёт 
проведения дополнительных экспериментов, улучшения модели или 
получения более точных исходных данных. Примерами эпистемиче-
ской неопределённости являются статистическая неопределённость 
при малых объёмах выборки, неполная информация о параметрах 
модели или неопределённость концептуальной модели (например, 
при выборе диаграмм деформирования или упрощённых граничных 
условий). Для учёта эпистемической неопределённости применяют-
ся Байесовские методы обновления параметров, расширение вы-
борки экспериментальных данных и уточнение численных моделей. 
Цель верификации и валидации – минимизация эпистемической 
составляющей до уровня, обеспечивающего стабильность и пред-
сказуемость результатов моделирования. 

Погрешности (англ. errors) представляют собой признанные не-
достатки, возникающие вследствие намеренных упрощений или 
ограничений численной модели. Погрешности являются неизбежным 
элементом любой вычислительной модели и поддаются количе-
ственной оценке. Основные источники погрешностей включают вли-
яние дискретизации (погрешность сетки метода конечных элемен-
тов), упрощённые диаграммы деформирования материалов, линей-
ные или идеализированные граничные условия и ограничения вы-
бранных конститутивных моделей. Верификация модели направлена 
на выявление и оценку погрешностей путём анализа сходимости, 
применения апостериорных оценок точности и сравнения решений 
разных уровней моделирования. Цель верификации и валидации – 
уменьшение погрешности до приемлемого уровня и учёт её влияния 
на итоговые результаты расчётов. 

Ошибки (англ. mistakes) представляют собой признанные недо-
статки, не связанные ни со случайной, ни с эпистемической не-

определённостью, ни с преднамеренными упрощениями. Они воз-
никают вследствие человеческого фактора или организационных 
нарушений и не являются частью модели в строгом смысле. Приме-
рами ошибок служат некорректный ввод исходных данных, опечатки 
в значениях свойств материалов, ошибочное задание граничных 
условий или использование неверных единиц измерения. Ошибки 
должны быть полностью исключены на этапе верификации посред-
ством процедур контроля качества, независимо проведённых расчё-
тов, экспертной оценки, автоматизированных проверок и т. д. В от-
личие от неопределённостей, ошибки не подлежат вероятностному 
учёту. 

Предложенная классификация позволяет систематизировать 
процессы верификации и валидации компьютерных численных мо-
делей и обеспечивает основу для выбора методов их количествен-
ного учёта. Отделение ошибок и погрешностей от случайных и эпи-
стемических неопределённостей позволяет корректно формировать 
вероятностные модели, определять вклад различных источников 
в общую вариабельность результата и обеспечивать требуемый 
уровень достоверности расчётных моделей при проектировании 
стальных конструкций. 

  
Выводы 
1. Разработана и систематизирована комплексная методика ве-

рификации и валидации имитационных моделей для строительных 
конструкций, объединяющая терминологическую базу, этапы разра-
ботки модели и практические процедуры оценки точности. Процеду-
ры верификации и валидации являются обязательной частью жиз-
ненного цикла численных моделей строительных конструкций 
и обеспечивают доказательную достоверность и точность инженер-
ных расчётов. 

2. Верификация программного обеспечения должна включать те-
стирование алгоритмов и апостериорную оценку численных погреш-
ностей.  Верификация численной модели направлена на определе-
ние влияния параметров дискретизации и численных схем на точ-
ность решений. Установлено, что верификация численной модели 
должна выполняться на основе анализа сходимости (например, 
с использованием экстраполяции Ричардсона) и предшествовать 
валидации. 

3. Валидация должна проводиться путём сравнения с экспери-
ментальными или аналитическими эталонными данными с обяза-
тельным определением статистических метрик μθ и Vθ. Доказано, 
что для эффективной валидации новых конструктивных решений 
и получения статистически значимых оценок точности необходимо 
не менее четырех экспериментальных результатов. Наиболее целе-
сообразным является проведение от четырех до шести валидацион-
ных экспериментов. 

4. Верификация должна обязательно предшествовать валида-
ции. Без проведения верификации любое расхождение между моде-
лью и экспериментом невозможно однозначно отнести либо к ошиб-
кам численной реализации (зона верификации), либо к неадекватно-
сти концептуальной модели (зона валидации). Это может привести 
к ложным выводам и некорректной калибровке модели. 

5. Байесовский подход к уточнению параметров позволяет адап-
тивно повышать достоверность статистических характеристик меры 
точности по мере накопления данных и уменьшать неопределён-
ность. 

6. Обоснована необходимость количественной оценки неустра-
нимых (изменчивость свойств) и устранимых (статистическая, кон-
цептуальная) неопределённостей, так и погрешностей для последу-
ющего учёта их влияния на расчётные значения несущей способно-
сти. Неопределённости в большей мере влияют на стандартное 
отклонение меры точности, а погрешности на среднее значение 
меры точности (преимущественно систематическая погрешность). 

7. Для эффективной и достоверной верификации и валидации 
сложных систем рекомендован структурированный иерархический 
подход «от простого к сложному». Последовательная валидация 
на возрастающих уровнях детализации (компонент → элемент → 
узел → система) является методически обоснованной, так как поз-
воляет: 
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o локализовать источники погрешностей и неадекватности модели; 
o поэтапно накапливать базу знаний и проверенных подмоделей; 
o снизить стоимость верификации и валидации, повторно ис-

пользуя валидированные модели компонентов на более высоких 
уровнях иерархии. 

Разработка отечественного стандарта верификации и валида-
ции, аналогичного ASME V&V 10-2006, с включением количествен-
ных критериев точности, является необходимым условием перехода 
к проектированию на основе численных моделей. Перспективой 
дальнейших исследований является создание стандартизированных 
баз данных тестовых задач для верификации и эталонных экспери-
ментальных данных для валидации моделей типовых строительных 
конструкций и узлов, что повысит воспроизводимость расчётов, до-
верие к результатам моделирования и общий уровень безопасности 
строительных конструкций. Дальнейшее развитие этого направления 
неразрывно связано с общими трендами в области вычислительных 
методов, подробно рассмотренными в обзорной работе Krzywanski 
et al. [27]. Авторы отмечают, что современное моделирование слож-
ных систем всё чаще опирается не только на классические числен-
ные методы (например, МКЭ), но и на их симбиоз с методами искус-
ственного интеллекта (ИИ). 
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