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Реферат  
Теория графов играет важную роль в экономике, позволяя анализировать сложные системы и находить оптимальные решения. 

Она применяется в логистике для оптимизации транспортных маршрутов и минимизации затрат. В рыночных структурах графы помогают 
моделировать конкуренцию, определять влияние компаний и выявлять ключевых игроков. Финансовые сети используют графовые модели 
для анализа потоков капитала и оценки системных рисков. В социальных и экономических сетях графы позволяют изучать взаимодействие 
участников и их влияние на процессы, такие как цепочки поставок или распространение информации. Эти методы делают экономический 
анализ более точным и помогают принимать эффективные решения.  

Решение этих задач очень трудоемко и требует внедрения новых методов, которые будут использовать классические задачи с графами 
на базе систем компьютерной алгебры. 

В статье исследуются способы задания графов в символьном пакете Mathematica, демонстрируются его возможности при работе с графами. 
Mathematica – это мощная система компьютерной алгебры, разработанная компанией Wolfram Research. Она используется для математических, 
инженерных и научных вычислений, а также для визуализации данных и моделирования сложных систем. Визуализация данных в системе 
отличается высокой точностью и возможностью интерактивного взаимодействия, что особенно полезно для исследований и презентаций. 
Основное внимание уделяется решению и визуализации двух ключевых задач: поиск максимального (минимального) остовного дерева, задача 
китайского почтальона, где целью является нахождение оптимального маршрута для прохождения всех ребер графа. 

Рассматриваются алгоритмы, реализованные в Mathematica, а также визуализация полученных решений, что подчеркивает практическое 
применение графов в задачах оптимизации. 

 
Ключевые слова:  элементы теории графов, минимальное и максимальное остовное дерево, система компьютерной алгебры Wolfram 

Mathematica, оптимальный маршрут. 
 

 

MODELING GRAPH THEORY PROBLEMS USING COMPUTER ALGEBRA SYSTEMS 
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Abstract  
Graph theory plays an important role in economics, enabling the analysis of complex systems and the discovery of optimal solutions. It is applied in 

logistics to optimize transportation routes and minimize costs. In market structures, graphs help model competition, determine the influence of companies, 
and identify key players. Financial networks use graph models to analyze capital flows and assess systemic risks. In social and economic networks, graphs 
make it possible to study participant interactions and their impact on processes such as supply chains or the spread of information. These methods make 
economic analysis more precise and help in making effective decisions. 

Solving these problems is very labor-intensive and requires the implementation of new methods that use classical graph problems based on computer 
algebra systems. 

This article explores the ways of defining graphs in the symbolic package Mathematica, demonstrating its capabilities when working with graphs. 
Mathematica is a powerful computer algebra system developed by Wolfram Research. It is used for mathematical, engineering, and scientific computations, 
as well as for data visualization and modeling of complex systems. Data visualization in the system is characterized by high accuracy and interactive 
capabilities, which is especially useful for research and presentations. The main focus is on solving and visualizing two key problems: finding the maximum 
(or minimum) spanning tree and the Chinese Postman Problem, where the goal is to find the optimal route that traverses all the edges of a graph. 

The algorithms implemented in Mathematica are examined, along with the visualization of the resulting solutions, highlighting the practical application of 
graphs in optimization tasks. 

 
Keywords: elements of graph theory, minimum and maximum spanning tree, computer algebra system Wolfram Mathematica, optimal route. 
 

 
Введение 
Теория графов широко применяется в экономике для моделиро-

вания и оптимизации различных процессов [1, 2]. Например, одними 
из ключевых направлений использования это: 

 оптимизация логистики и транспортных маршрутов: графы по-
могают находить кратчайшие пути и минимизировать затраты на 
перевозку товаров; 

 анализ сетей поставок: графовые модели используются для 
изучения связей между поставщиками, производителями и потреби-
телями; 

 социально-экономические исследования: графовые методы 
помогают изучать связи между предприятиями, рынками и экономи-
ческими агентами; 

 оптимизация производственных процессов: графы использу-
ются для планирования и управления ресурсами [3, 4]. 

Методы применения компьютерной алгебры к решению при-
кладных задач являются активно развивающейся научной отраслью. 
Так, в работах [5, 6, 7] была проведена компьютерная симуляция 
задач биологии, в работах [8–11] – моделирование задач гидрологии 
с помощью систем компьютерной алгебры. Разрабатывается мето-
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дическое направление использования систем компьютерной алгеб-
ры в преподавании теоретических дисциплин [12–14]. Так использу-
ют библиотеку Wolfram Demonstrations Project [15], в которой содер-
жатся готовые разработанные модули, авторами были разработана 
серия программных модулей для использования их при чтении лек-
ций в университете [16–25].  

В современных математических символьных пакетах, таких как 
Wolfram Mathematica, задание графов осуществляется по средствам 
мощных алгоритмов и гибких инструментов, обеспечивающих про-
стоту их построения и анализа [15]. Данная статья посвящена иссле-
дованию способов представления графов и их построения в этом 
пакете, что открывает новые возможности для решения задач в об-
ласти теории графов.  

 
Способы задания графов  
В СК Mathematica графы можно задавать различными способа-

ми [15]. Одним из таких способов является задание графа с помо-
щью списка ребер, где каждая пара вершин соединена ребром. 
Функция Graph позволяет изменять цвет, форму и размер вершин, 
цвет и стиль линии, соединяющей ребра, указывать вес и пропуск-
ную способность ребер и отображать их на графе.  

Следующая командная строка задает неориентированный граф 

с 4 вершинами и 4 ребрами 𝑣1 − 𝑣2,  𝑣2 − 𝑣3,  𝑣3 − 𝑣1,  𝑣4 − 𝑣3, 
размер вершин – средний, и название вершин имеет вид – 𝑣𝑖: 

Graph[{1 ⧿ 2,2 ⧿ 3,3 ⧿ 1,4 ⧿ 3}, VertexSize →
Medium, VertexLabels → Table[𝑖 → 𝑣𝑖 , {𝑖, 4}]]. 

В случае необходимости задания ориентированного графа ко-
мандная строка примет следующий вид: 

Graph[{1 → 2,2 → 3,3 → 1,4 → 3}, VertexSize →
Medium, VertexStyle → Orange, EdgeStyle → {1 → 2 →
Blue, 2 → 3 → Dashed}, VertexLabels → Table[𝑖 →
𝑣𝑖 , {𝑖, 4}]]. 
Результатом будет вывод на экран графа с 4 вершинами оран-

жевого цвета, с 4 ориентированными ребрами 𝑣1 → 𝑣2,  𝑣2 →

𝑣3,  𝑣3 → 𝑣1,  𝑣4 → 𝑣3, где ребро 1 → 2 выделено синим цветом, 
а ребро 2 → 3 – пунктиром.  

Графы можно задать с использованием встроенных функций для 
создания стандартных графов, таких как полный граф, циклы и дере-
вья: CompleteGraph,   CycleGraph, TreeGraph. Так же графы 
можно импортировать из внешних файлов, таких как файлы формата 
GraphML или CSV, содержащих информацию о ребрах и вершинах. 

Еще один способ задания графа в рассматриваемом символь-
ном пакете – по заданной матрице смежности (AdjacencyGraph) 
или инцидентности (IncidenceGraph). Матрица смежности графа – 
квадратная матрица, размерность ее совпадает с количеством 
вершин графа, элементы матрицы обозначают наличие (1) или 
отсутствие (0) ребра между соответствующими вершинами. Такое 
представление используется для ориентированных и неориенти-
рованных графов. Авторами был написан программный модуль, ко-
торый генерирует случайным образом матрицу смежности графа, 
состоящую из 0 и 1 с помощью функций RandomInteger 
и MatrixForm по заданному пользователем числу вершин графа. 
И уже по сгенерированной матрице модуль строит и выводит на экран 
соответствующий граф и саму матрицу смежности (рисунок 1). Поль-
зователь может менять количество вершин графа в процессе ра-
боты модуля. Сам авторский модуль имеет следующий вид: 

Manipulate[ 
Module[{vetr}, 
m=RandomInteger[1,{n,n}]; 
Grid[{{MatrixForm[m],AdjacencyGraph[m,VertexLabels-
>Table[i->Subscript[v, i],{i,n}]]}},ItemSize-
>{{15,20},15}]], 
{{n,5,"введите число вершин"},1,7,1,Appearance-
>"Labeled"}, 
AutorunSequencing->{1},SaveDefinitions-> True]. 
На рисунке 1 представлен результат работы модуля при значении 

числа вершин 5n . На экран выведена квадратная матрица смежно-

сти размерности 5 5  и соответствующей этой матрице граф. 

Изменение значений опции DirectedEdges → False позволяет 
строить неориентированный граф функцией AdjacencyGraph.  

Матрица инцидентности для неориентированного графа содер-
жит только 0 и 1, для ориентированного графа 0, 1, –1. Количество 
строк в матрице инцидентности соответствует числу вершин графа, 
а количество столбцов – числу ребер. Любая случайная матрица из 
0, 1 и –1 не может быть матрицей инцидентности. Матрица инци-
дентности должна обладать следующими свойствами: каждый стол-
бец матрицы должен соответствовать одному ребру графа и содер-
жать одно значение 1 и одно значение –1 для ориентированного 
графа и два значения 1 для неориентированных графов, наличие 
одной 1 означает петлю при соответствующей вершине. Таким обра-
зом, возникают сложности при использовании матрицы инцидентно-
сти для задания графа случайным образом.   

  

 
 

Рисунок 1 – Результат работы программного модуля по построению ориентированного графа по матрице смежности 
 

В пакете предусмотрена встроенная функция RandomGraph, 
позволяющая строить произвольный граф по количеству ребер 
и вершин. В этой встроенной в пакет функции есть ряд опций, поз-

воляющий строить ориентированные, неориентированные графы, 
взвешенные графы и графы с заданной пропускной способностью 
ребер. Авторами была написана функция: 
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RG[n0_,m0_,p0_]:=Module[{n=n0,m=m0,p=p0,style,weig
ht}, 
style={VertexSize->0.2,ImagePadding->10,ImageSize-
>{220,220}}; 
weight=RandomInteger[{1,p},m]; 
g1=RandomGraph[{n,m},DirectedEdges-> 
True,VertexSize->Medium,EdgeWeight->weight,style]; 
ER=EdgeRules[g1]; 
g3=Graph[g1,EdgeLabels->Table[ER[[i]]-
>weight[[i]],{i,Length[ER]}],VertexLabels->Table[i-
>Subscript[v, i],{i,VertexCount[g1]}],style]; 
g3], 

которая генерирует случайным образом список значений весов ре-
бер (weight) в заданном пользователем диапазоне (p), генерирует 
случайный граф (g1) по введенным параметрам n (число вершин 
графа) и m (число ребер графа), формирует новый взвешенный 
граф (g3), придавая каждому ребру графа g1 соответствующее зна-
чение из списка весов weight. Результатом работы данной функции 
является взвешенный ориентированный граф с введенным пользо-
вателем числом вершин, ребер и диапазоном веса ребер.  

Следующий программный модуль при нажатии кнопки «новый 
граф» вызывает функцию RG[n0_,m0_,p0_] с выбранными пользова-
телем параметрами: 

Manipulate[Module[{ style}, 
style={VertexSize->0.2,ImagePadding->10,ImageSize-
>{220,220}};g], 
{{g,RG[5,6,5]},None}, 
{{p,5,"диапозон веса ребер p"},1,10,1,Appearance-
>"Labeled"}, 
{{n,5,"количество вершин графа n"},2,10,1,Appearance-
>"Labeled"}, 
Control[{{m,4,"количество ребер графа m"},n-1,n (n-
1)/2,1,Appearance->"Labeled"}], 
Button["новый граф",g=RG[n,m,p]], 
AutorunSequencing->{3},SaveDefinitions->True]. 
На рисунке 2 виден результат работы модуля при значениях 

5p   (диапазон веса берет от 1 до 5), 5n   (число вершин графа), 

7m   (число ребер графа). 

 

 
 

Рисунок 2 – Результат работы программного модуля по построению ориентированного взвешенного графа по заданному числу вершин и ребер 
 
Изменение значений опции DirectedEdges → False функции 

RandomGraph позволяет строить неориентированный граф. 
Командная строка  

Control[{{m,4,"количество ребер графа m"},n-1,n (n-
1)/2,1,Appearance->"Labeled"}] 
осуществляет контроль числа ребер графа, по уже введенному 

числу вершин и не позволяет пользователю ввести значение, при 
котором граф невозможно построить. При необходимости генерации 
графа с заданной пропускной способностью ребер следует заменить 
опцию  EdgeWeight → weight  функции RandomGraph на 
EdgeCapacity → weight. 

 
Поиск минимального и максимального остовного дерева  
При изучении элементов теории графов особое внимание уде-

ляется алгоритмам поиска минимального и максимального остовного 
дерева [1, 26, 27]. Этот алгоритм находит применение в различных 
областях: он помогает оптимизировать прокладку кабелей или про-
водов, минимизируя затраты при проектировании локальных сетей 
или электросетей, он используется для построения эффективных 

маршрутов доставки, он может быть использован для определения 
кластеров в больших наборах данных и др. 

Для поиска минимального остовного дерева в системе Mathe-
matica предусмотрена встроенная функция FindSpanningTree. 
Для поиска максимального остовного дерева также можно использо-
вать эту же функцию, только перед ее применением вес каждого 
ребра необходимо умножить на –1. Авторами статьи был написан 
программный модуль, который реализует в случайно сгенерирован-
ном графе поиск максимального или минимального остовного дере-
ва в зависимости от выбора пользователя.    

Для генерации взвешенного неориентированного графа случай-
ным образом воспользуемся функцией RG[n0_, m0_, p0_], которая 
использовалась в предыдущем модуле. Напомним, что эта функция 
генерирует граф по заданному пользователем числу вершин и ребер 
с весами ребер в выбранном диапазоне. Для нахождения максималь-
ного и минимального остовного дерева были написаны специальные 
функции, которые выводят на экран первоначальный граф, выделяют 
в нем соответствующую сеть и вычисляют длину этой сети: 

FMINST[g0_] := Module[{g = g0}, 
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style = {VertexSize -> 0.2, VertexLabels -> "Name",  
ImagePadding -> 10, ImageSize -> {220, 220}}; 
g1 = FindSpanningTree[g]; 
eweight = PropertyValue[{g1, #}, EdgeWeight] & /@ 
EdgeList[g1]; 
Grid[ 
{{g, Column[{Text@ 
Row[{HighlightGraph[g, g1, GraphHighlightStyle -> 
"Thick"]}],  
Text@Row[{"   длина  минимальная сети = ",  
Total[eweight]}]}]}}]] 
FMAXST[g0_] := Module[{g = g0}, 
style = {VertexSize -> 0.2, VertexLabels -> "Name",  
ImagePadding -> 10, ImageSize -> {220, 220}}; 
eweight = PropertyValue[{g, #}, EdgeWeight] & /@ Edge-
List[g]; 
g1 = FindSpanningTree[g, EdgeWeight -> -1*eweight]; 
eweight1 = PropertyValue[{g, #}, EdgeWeight] & /@ 
EdgeList[g1]; 
Grid[{{g,  
Column[{Text@ 
Row[{HighlightGraph[g, g1, GraphHighlightStyle -> 
"Thick"]}],  
Text@Row[{"  длина  максимальная сети = ",  
Total[eweight1]}]}]}}]]. 

Сам программный модуль имеет следующий вид: 
Manipulate[ 
Module[{ style}, 
style = {VertexSize -> 0.2, ImagePadding -> 10,  
ImageSize -> {220, 220}}; 
Grid[{Switch[op, 
  1, {FMINST[g]}, 
  2, {FMAXST[g]}]}]], 
{{g, RG[5, 6, 5]}, None}, 
{{p, 5, "диапозон веса ребер p"}, 1, 10, 1, Appearance -> 
"Labeled"}, 
{{n, 5, "количество вершин графа n"}, 2, 10, 1,  
Appearance -> "Labeled"}, 
Control[{{m, 4, "количество ребер графа m"}, n - 1, n (n - 
1)/2, 1,  
Appearance -> "Labeled"}], 
Button["новый граф", g = RG[n, m, p]], 
{{op, 1, "НАЙТИ"}, {1 -> "  минимальную сеть  ", 
Spacer[5],  
2 -> "  максимальную сеть  "}}, 
AutorunSequencing -> {3}, SaveDefinitions -> True]. 
Рисунок 3 демонстрирует результат работы программного моду-

ля, который выводит на экран сгенерированный взвешенный неори-

ентированный граф с числом вершин 7n  , числом ребер 11m   

и диапазонам веса ребер от 1 до 9p  . В пользовательском окне при 

нажатии соответствующей кнопки на экране отображается минималь-
ная сеть и ее длина или максимальная сеть и ее длина (рисунок 3). 
 

 
 

Рисунок 3 – Результат работы программного модуля поиска минимального и максимального остовного дерева в графе 
 
Задача китайского почтальона 
Обязательной задачей теории графов является задача китайско-

го почтальона (Chinese Postman Problem). При решении этой задачи 
требуется найти кратчайший маршрут, который проходит через каж-
дое ребро графа хотя бы один раз. Алгоритм ее решения использу-
ется для оптимизации маршрутов доставки почты, инспекции дорог 
или, например, уборки улиц. Если граф является эйлеровым (имеет 
цикл, проходящий через каждое ребро один раз), то решение зада-
чи – этот цикл. Если граф не является эйлеровым, то необходимо 
минимизировать количество повторных проходов по ребрам, чтобы 
сделать маршрут оптимальным. Для поиска такого маршрута в си-
стеме Mathematica предусмотрена встроенная функция 
FindPostmanTour. Был написан программный модуль, который 
с использованием анимации выводит на экран один из оптимальных 

таких маршрутов в случайном взвешенном неориентированном гра-
фе, сам план маршрута и его длину. Программный модуль имеет 
следующий вид: 

Manipulate[Module[{ style}, 
style = {VertexSize -> 0.2, ImagePadding -> 10,  
ImageSize -> {220, 220}}; 
PT = First[FindPostmanTour[g]]; 
l = Length[PT]; 
LT = Total[PropertyValue[{g, #}, EdgeWeight] & /@ Edge-
List[PT]]; 
Grid[{{Column[{Text@ 
Row[{ListAnimate[ 
Table[HighlightGraph[g, PT[[1 ;; i]]], {i, 0, l}]]}],  
Text@Row[{" один из возможных маршрутов = ", PT}],  
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Text@Row[{"  длина  этого маршрута = ", LT}]}]}}]], 
{{g, RG[5, 6, 5]}, None}, 
{{p, 5, "диапозон веса ребер p"}, 1, 10, 1, Appearance -> 
"Labeled"}, 
{{n, 5, "количество вершин графа n"}, 2, 10, 1,  
Appearance -> "Labeled"}, 
Control[{{m, 5, "количество ребер графа m"}, n - 1, n  
(n - 1)/2, 1,  
Appearance -> "Labeled"}], 
Button["новый граф", g = RG[n, m, p]], 
AutorunSequencing -> {3}, SaveDefinitions -> True] 

На рисунке 4 продемонстрирован результат работы программно-
го модуля, осуществляющего поиск оптимального маршрута, кото-
рый позволяет пройти по всем ребрам графа с минимальным общим 
весом (длиной маршрута). Пользовательский модуль построил 

взвешенный граф (с диапазоном веса ребер от 1 до 5p  ), число 

вершин этого графа 6n  , число ребер – 9m  . Решение пред-

ставлено в виде анимации, которая иллюстрирует движение по 
найденному маршруту, выводится также на экран список соответ-

ствующих ребер маршрута 1 − 6,  6 − 2,  2 − 6,  6 − 3, 3 − 5, 5 −
2, 2 − 3, 3 − 4, 4 − 1, 1 − 2, 2 − 1  и его длина 27 ед.  

 

 
 

Рисунок 4 – Результат работы программного модуля поиска оптимального маршрута, который позволяет пройти по всем ребрам графа 
с минимальным общим весом 

 
Заключение 
В данной статье была рассмотрена важность графов и их широкие 

возможности для моделирования решения практических задач с ис-
пользованием системы Mathematica. Были описаны основные способы 
задания графов, а также методы визуализации и анализа их структу-
ры. Особое внимание было уделено алгоритмам нахождения макси-
мального и минимального остовного дерева, которые позволяют опти-
мизировать сеть, минимизируя стоимость или обеспечивая макси-
мальную устойчивость. Кроме того, была успешно решена задача 
китайского почтальона, демонстрирующая применение теоретико-
графовых подходов для маршрутизации в реальных условиях.  

Эти исследования подчеркивают значимость сочетания теории 
графов и современных вычислительных технологий, таких как Math-
ematica, для решения сложных задач оптимизации, управления ре-
сурсами и построения эффективных сетей. Настоящая работа может 
служить основой для дальнейших исследований и развития практи-
ческих приложений графов в различных областях науки и техники. 
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